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Analise Dimensional das Equacdes Diferenciais para a
Camada Limite Laminar

Prof. Julio César Passos
EMC-UFSC

Considere um fluido escoando paralelamente a uma placa plana horizontal em repouso,
mantida a temperatura uniforme Ts,p. Antes de alcangar a placa, a velocidade U. do fluido
€ uniforme e a sua temperatura é T., conforme esquematizado, na Figura 1.
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Figura 1: Escoamento de um fluido paralelamente a uma placa plana.

Prandtl, em artigo que publicou em 1904, conforme Schilichting [1], prop&e o conceito de
camada limite, regido do escoamento vizinha a superficie, na qual os efeitos da
viscosidade sao importantes, ver NT-1, [2]. Na Figura 1, a camada limite & representada
pela regiao entre y=0 e a linha pontilhada, a distancia 6 da superficie da placa, com &
variando em fungado de x. No caso de uma placa em repouso, a velocidade do fluido, na
camada limite hidrodinamica, regidao | do esquema da Figura 1, varia de u=0, em y=0,
condicdo de aderéncia, até U., para 6 < y< «, para 0 < x < L. No caso da camada limite
térmica, o perfil de temperatura, na regido |, varia de T=Ts,,, em y=0, até T., longe da
superficie da placa (6 < y< «). Na regido Il, fora da camada limite, o efeito da viscosidade
€ desprezivel.

As equacbes de conservagdo para o escoamento, em regime laminar, acima da
superficie da placa, que inclui a regido da camada limite e fora dela, sdo apresentadas, a
seguir, para o regime permanente e para um fluido incompressivel. Conforme foi visto
na NT 1, para efeito de calculo, considera-se que a transi¢do do regime laminar para o
turbulento, em um escoamento paralelo a uma placa plana, ocorre para o numero de
Reynolds critico (Rec) de 5x10°, podendo ocorrer na pratica, ver [3,4], para

10° < Rey < 3x10° com Re =27



Equacdao da continuidade, ou da conservacao da massa:

—+—=0 (1)

Equagcbes da conservagdo da quantidade de movimento, também chamada de
equacoes de Navier-Stokes:

na diregao X,
2 2
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na diregéo vy,
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Equacédo da conservacao da energia:

o8 uﬂ+v£ =k 62T+82T
L ox oy ox> oy’

Na equacao, acima, foram desprezados os termos de dissipagao viscosa, [3-7]. Definindo

o coeficiente de difusividade térmica, o = L tem-se :

ALy
or o1 o'T 0T
W& 2T, 2T 4)
OX oy ox- oy
as condi¢des de contorno sao:
em y=0 e 0<x<L; u=v=0e T=T (5)
para y—>wo, u>U_ e T-o>T, (6)
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E importante considerar a possibilidade de simplificar as equagdes, acima, no
dominio da Camada Limite, 0 < y < 8. Uma técnica bastante simples, antes de qualquer
tentativa de se obter a solugdo matematica das Eqgs. (1) a (6) € proceder a uma analise
dimensional do sistema de equacdes de um problema a fim de verificar se existem termos
preponderantes comparados a ordem de grandeza dos demais que permitam a

simplificacdo da solugdo matematica do problema.

A fim de realizar a analise dimensional, € importante considerar que a espessura da
camada limite, 5, € muito pequena comparada com o comprimento L da placa, [1,2], [5-7].

Esta hipotese se confirma, na pratica.
o<<L

O préximo passo € a definigdo das variaveis adimensionais do problema:

£

X

*

l'yz
L’ 7

*

;U=

3

u
T

V- —
ij:

O <

pU;
apos substituir estas variaveis, na Eq. (1), chega-se a:
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Para que a equagdo da continuidade na forma adimensional, Eq. (10), ndo perca a

sua generalidade, na camada limite, deve-se ter:

V' L
——=o0(
50 M

o0

onde o(1) representa a ordem de grandeza unitaria, 0 que permite demonstrar que:

V'= O(U " éj
L

Para simplificar a notagao, escreve-se:

V":Uwé
L

(11)



Observacéao: Na Eq. (11) e ao longo desta NT, o sinal de igualdade estara representando
uma ordem de grandeza da dimensdo na direcdo y. A analise que se faz nesta NT
considera os termos adimensionais de mesma ordem de grandeza.

O resultado, na Eq. (11), indica que a escala da velocidade, na dire¢do y, € muito
pequena comparada com a escala da velocidade, na diregdo x, como consequéncia da
condicdo o << L. Esta € uma condi¢cdo importante, ditada pela conservagdo da massa, ou
equacgao da continuidade, Egs. (1) e (10).

Uma vez determinada a ordem de grandeza da velocidade na diregcédo vy, v’, pode-se
passar a analise dimensional das equacbes de conservacido da quantidade de
movimento.

Na diregcao X, substituindo as variaveis adimensionais, Eqgs. (8), e introduzindo a

viscosidade cinematica, v = ﬁ, chega-se a:
o

2 * * 2 * 2. % 2. %
Uz . au +(u gjum Jaut 1 (pu2)ap +V(Umau +UmauJ (12)

dividindo os termos da equacéo, acima, por T“’ chega-sea:

(13)

L,ou" ou” 8p*+ v [o%u Lol
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. , UL
% representa o inverso do nimero de Reynolds, Re, = ——.
14

onde Y
U

L2
Como —>>1, conclui-se que:
52

2, % 2 2, %
ou_ L du (14)
ax* é‘ ay*

Este resultado indica que a ordem de grandeza do laplaciano da velocidade na diregdo x

€ muito pequeno comparado com a ordem de grandeza do laplaciano da velocidade na
2

diregdo y vezes a razéoy , 0 que permite simplificar a Eq. (13) para:

* * * 2 2%
u*au*+v*8u :_ap N 1 L_28 u2 (15)
OX oy” X" Re_ 07 py”

cujas condi¢des de contorno s&o as seguintes:
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em y'=0 e 0<x'<1l; u" =v'=0 (16)

para y" > o, U —>1

A analise dimensional da Eq. (3) permite que se demonstre que a ordem de grandeza do
gradiente de presséao, na diregéo y, € nula.

8 ES
P-=0 (17)
oy
o que significa dizer que p=p (X)

A analise da Eq. (15) permite que se estime a escala da espessura da camada limite
hidrodindmica ou comprimento caracteristico da espessura da camada limite. A fim de
que a equacdo, na forma adimensional, resulte a mais geral possivel, o termo que
multiplica a derivada segunda da velocidade em relagdo a y também deve ser da mesma
ordem de grandeza dos coeficientes que multiplicam os demais termos, a esquerda e a
direita do sinal de igualdade, ou seja, a unidade. Assim, tem-se:

1 L o 1
{R_qyjzo(l) ou I—o[ _RGJ (18)

ou, para simplicar a notagao, conforme ja apontado, acima:

1 U
—2=1, e
Re, o
P (18)

JRe,

O resultado apresentado na Eq. (18) pode ser generalizado para qualquer x >>J,, onde
o, representa a espessura local da camada limite:

(19)

é‘x = X = X = ﬁ
JRe, U, x U,
v



o termo U representa a espessura caracteristica da camada limite laminar, na

abscissa. ou escala de comprimento da espessura da camada limite, a distancia x do
inicio da placa. A solugcdo exata do problema foi obtida por Blasius, por meio de uma
solugao por similaridade, que obteve a seguinte expressao para a espessura local da
camada limite hidrodin&mica, ver Incropera et de Witt (1994):

5X
Re

S =

X

(20)

X

Observacao: Nao confundir a notagdo v, que representa a velocidade na diregdo y, em
m/s, com v, (letra grega Nu) que representa a viscosidade cinematica, em m/s?.

A expressao da Eq. (19) representa um importante resultado para a solugao do problema
de camada limite laminar em um escoamento paralelo a uma placa plana e foi empregada
por Blasius como escala para a espessura da camada limite, em sua solugdo por
similaridade, [5-7]. E importante observar que, de acordo com este resultado:

o, éproporcionala x>, a U™ e a y o3 21
X

A espessura aumenta com x e com a viscosidade. Quanto maior a velocidade menor a
espessura da camada limite. Uma consequéncia importante da escala de espessura da
camada limite é o coeficiente de atrito, C;,, definido conforme a equacgao, a seguir:

Cro =7 (22)
~pu
2p o0

Onde a tenséao superficial, na parede, r__, € definida através de:

sup ?

au

ay\yzo (23)

Tsup =H

Cuja adimensionalizagao, é :

au
oy

0

U
‘ y=0= ,u? (aproximagdo a ordem de grandeza)

U

Apos substituicao, na Eq. (21), obtém-se:

-
C, =2-9 —plger
’ o, 9 o

Substituindo-se %z JRe, , ver Eq. (18), chega-se a:
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C;LxRe? (24)

Falta, ainda, a analise dimensional da equacao da conservagao da energia, Eq. (4). Neste
caso, surge um novo termo, a espessura da camada limite térmica, 6;. Para simplificar a
analise, considera-se que as espessuras das camadas limites térmica e hidrodinamica
sdo a mesmas. Para realizar a analise dimensional, € necessario definir uma temperatura
adimensional:

apos substituicdo das variaveis adimensionais, chega-se a:

L ox* L

u, .oT" U681 ,0oT" 10°T" 10T
—=u + NV —=a 55—t 5 (25)
6 oy L* ox*™ 07 oy

dividindo os termos da equacéao, acima, por UT‘” chega-se a :

*

L OT L oT’ 1 (o’T" L o°T
L( v J 8

u +V = +
ox” oy” U ox’ 87 oy’

Como no caso da analise dimensional da equacdo da conservagcdo da quantidade de
movimento, também se demonstra que:

*
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L? 07T
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ox”
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(27)

Fazendo aL: a1 Y :L ! , obtém-se a equacao simplificada da conservagao
u,L (v U,L) PrRe

da energia para a camada limite térmica de um escoamento paralelo a uma placa.

*

2 27 *
U Vv oT _ 1 L_2 0 T2 (28)
ox” oy" PrRe (07 py*

as condi¢des de contorno sao:

*

em y'=0 e 0<x'<L; T =0 (29)



para Yy > o, T —>1

O produto dos numeros adimensionais, Pr e Re(, representa o numero de Peclet.

Pe=Pr Re_

Comentarios

A principal falha nos resultados apresentados por Incropera et DeWitt (1996), é a escolha
da velocidade U. e do comprimento L da placa como escalas para as velocidades
adimensionais e as distancias, respectivamente, nas direcbes x e y.

A escolha incorreta do comprimento de escala L para adimensionalizar a distancia, na
direcéo y, e da velocidade U. para adimensionalizar a velocidade v, em y, impediu a
Incropera et DeWitt [3] e Incropera et al. [4] de obter o comprimento de escala para a
espessura da camada limite, Eq. (18’), e a escala para o coeficiente de atrito, Cs|,
conforme Eq. (24). Nas referéncias [3,4] este ultimo resultado €, erroneamente,

apresentado como sendo proporcional ao inverso do nimero de Reynolds, C,, « Re|',

embora, no capitulo 7, os resultados obtidos por Blasius estejam corretamente
apresentados, ou seja, proporcional ao inverso da raiz quadrada do numero de Reynolds,
como aqui demonstrado, ver Eq. (24).

Nomenclatura

Cp Calor especifico J/(kgK)

L Comprimento da placa m

p Pressao Pa

U Velocidade do escoamento antes de atingir a placa m/s

u Velocidade na diregao x m/s

Y Velocidade na dire¢do y m/s

X Variavel, com origem no inicio da placa, no sentido do | m
escoamento

y Variavel, com origem na superficie da placa, em | m
contato com o fluido, normal a placa.

o Difusividade térmica m°/s

v Viscosidade cinematica m?/s

u=pv Viscosidade dinamica Pa.s

indices subscritos

o0 variavel longe da superficie da placa

sup superficie da placa
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Parametros adimensionais

Re Numero de Reynolds Re - pu.L UL
U 14
Pr Numero de Prandtl Pr = M, v
Tk &
Pe Numero de Peclet Pe=Pr Rep

ANEXO

Correcao da Tabela 6.1 do livro de Incropera et DeWitt

Condicéao de
Camada limite Equacéo de conservagéo contorno
y’=0 y > o
MIRCIRYICIC . L ou (x,0)
Hidrodinamica A T T A 2 A | U(x,0)=0
, ox' ' ox' Re, 0% oy ;
(ou do perfil de X o X' Re, 0" 0y s 1
velocidade) g V'(x,0)=0
Neste caso, falta o termo o
U'aT*+V'aT* 1 [Lz 82T*J
Térmica ' = —— . T 551
: OX 0 PrRe, \ 6° 0 =
(ou do perfil de y IRe, y T(x',0)=0
temperatura) 2
Neste caso, falta o termo %
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