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Resumo

A conducdo de cdor trangente em um solido durante o0 processo de ablacdo
representa uma &ea de grande importancia tecnoldgica. Problemas deste tipo sdo
inerentemente  ndo-lineares e envolvem fronteiras movels ndo conhecidas a priori.
Devido a estes fatores, solugBes andliticas exatas para a transferéncia de calor transente
relativa a0 fenbmeno ablativo sfo dificels de serem obtidas e praticamente inexistentes
na literatura Apenas solugbes numéricas e aproximagbes anditicas sBo encontradas e
necessitam de consderavel processamento computacional, mesmo no caso de modelos
smplificados. Egte trabaho traz como contribuicdo o desenvolvimento de dois méodos
anditicos, a saber, 0 mé&odo de andogia eétrica e 0 méodo de baanco de caor
integral, para a s0lucdo do problema unidimensonad de trandferéncia de caor com
ablacdo de materiais com propriedades constantes, com o intuito de se obter uma
ferramenta de engenharia para projeto de sistemas de protegdo térmica do tipo ablativo.
E obtida uma solugo anditica fechada para cada um dos méodos e estas S0
comparadas com resultados numéricos obtidos na literatura. Ambos os métodos
apresentaram- e eficientes, especidmente para a determinagdo do posicionamento da
frente de ablacéo.

Palavras chave: ablacdo, método integral, méodo de analogia eétrica, conducdo

de cdor transente, solugéo anditica



Abstract

Trandent heat conduction in a solid undergoing ablation represents an area of great
technologicd importance. Problems of this type are inherently nonlinear and involve a
moving boundary that is not known a priori. Due to this fact, exact andytica solution
for trangent heat trandfer in a solid followed by &blation is very difficult and practicaly
nonexigent. Only numerical and approximate andyticd solutions have been made
avalable and they necessrily require condderable numericad computation, even if a
amplified model of the problem is adopted for the study. The contribution of the
present work is the deveopment of two andyticd methods, namedy, an dectrica
andogy method and a heat baance integrd method, for the solution of the one-
dimensond trandent heat conduction problem in a solid with congtant thermd
properties undergoing &blation. The man purpose of the work is to obtan an
enginering tool to be used to dedgn ablation thermd protection systems. Closed
andyticd solutions are obtained for both methods and they are compared with
numerical results from the literature. Both methods showed to be efficient especidly
for the prediction of the ablation front.

Key words: adlation, integra method, eectricd anaogy method, trandent heet
conduction, andytica solution.
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1 Introducéo

1.1 OPNAE

O Programa Naciond de Atividades Espacias (PNAE) foi criado em agosto de
1996 com o objetivo de organizar as atividades espacias a serem desenvolvidas no
Brasl. Este programa, feito de acordo com as diretrizes estabelecidas pela Politica
Naciond de Atividades Espaciais, leva em consderacdo as capacitagOes laboratorias e
de pessod, disponivels nas industrias, ingditutos de pesquisa e nas universdades do
pais. Concebido inicidmente para cobrir um periodo de dez anos e ser revisado
periodicamente tem, na aual versdo, uma adbrangéncia aé 2007. Essa versdo,
regulamentada em 1998, inclu em suas metas a implementacdo do Projeto de
Microgravidade, que objetiva a criacdo de oportunidades para a redizacdo de
experimentos em ambiente de microgravidade.

Dentro desse projeto, foi redlizado, no periodo de 19 a 21 de maio de 1999, no
Ingtituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE), o 1° Workshop Brasileiro sobre
Microgravidade, onde foram apresentados os seguintes ambientes para testes:

. Manobras parabdlicas de aeronaves, com tempos de gravidade reduzida de até
vinte e cinco segundos;

. Plataformas suborbitais, para testes de aé dez minutos,

. Satélites recuperavels, paratestes de até vinte dias;

. Voostripulados do 6nibus espacia, paratestes de até vinte dias;

. Estacéo Espacid Internacional, para periodos longos.

Outro projeto previsto nas metas do PNAE é o projeto UNIESPACO que visa a
formacdo de nlcleos capacitados, em universdades ou ingtituigbes congéneres, para o
desenvolvimento de subsi stemas necessérios aos projetos do PNAE.

Foi redlizada uma chamada de projetos no inicio de 2000, em diversas éeas
temédticas da &rea espacia, entre elas, a &ea de satélites recuperavels, para reaizacdo de
experimentos  cientificos e tecnologicos de média duracdo em ambiente de
microgravidede. Edta chamada visava 0 desenvolvimento de experimentos a serem

redizados em trés areas teméticas, a saber:



1. Aerotermodinémica de reentrada atmosférica,
Dentro deste tema, 0s seguintes topicos foram contemplados:
. Caracterizacdo e modedagem do ambiente termo-figco-quimico de gases
rarefeitos a atas vel ocidades,
. Modelagem e cdculo de escoamentos a dta velocidade sobre configuragtes
tipicas de reentrada atmosférica;

. Veificacdo experimenta das caracteristicas aerotermodinamicas.

2. Materias e estruturas em ambientes de reentrada atmosférica,
Neste tema, 0s seguintes topicos foram selecionados para estudo:
. Especificacéo e desenvolvimento de materiais de protegdo térmica;
. Concepcdo e dimensionamento de escudos térmicos ablativos e ndo-ablativos,
. Moddagem termo-estrutural de estruturas de veiculos de reentrada sob

Intenso aquecimento e atos gradientes de temperatura.

3. Dinamicae controle orbitd e de reentradainduzida
Os seguintes topicos foram sugeridos para desenvolvimento:
. Estudos e moddagem da dindmica e do controle de dtitude orbitd e de
manobras de apontamento para reentrada;
. Algoritmos e estratégias de controle para inducéo e voo de reentrada;
. Concepcdo de sistemas propulsivos de indugdo de reentrada e de controle de
dtitude.

1.2 ONCTS

O Nucleo de Controle Térmico de Satélites (NCTS), pertencente ao Departamento
de Engenharia Mecanica da Universdade Federd de Santa Catarina, tem atuado no
desenvolvimento de dispostivos para controle térmico de saélites desde 1990.
Diversos projetos foram financiados pela Agéncia Espacid Bradleira, visando equipar
0 laboratério de infra-estrutra para o desenvolvimento de pesquisas na aérea de
engenharia espacid. O NCTS participou da chamada de projetos redlizada no ano 2000,
sendo contemplado com recursos que posshilitaram a redizacdo, na Universdade
Federd de Santa Cataring, do “Workshop on Therma Technology for the Brazlian
Reentry Program”, redlizado no periodo de 20 a 22 de novembro de 2000.



Neste Workshop, discuti-se que, para o desenvolvimento dos sSstemas de
protecdo térmica (SPT) dos satélites recuperdvels, o estudo de seu comportamento
térmico na reentrada, assm como a correta determinacdo das propriedades termofisicas
dos materias a serem empregados nos escudos térmicos, devem ser perfeitamente
conhecidos. Estes dados ndo sdo normamente disponibilizados pelos paises que detém

tecnologia nesta &rea por serem considerados estratégi cos.

1.3 O Presente Trabalho

O presente trabaho traz como contribuicdo o desenvolvimento e resolugéo
anditica de dois moddos matemédticos (andogia eétrica e méodo integrad) paa a
conducdo de caor unidimensond em materiais slidos com propriedades termofisicas
constantes e homogéneas sujeito a mudanca de fase, baseados no estudo do
comportamento térmico destes materiais.

Estes modelos podem ser utilizados como ferramentas de pré-projeto para SPTs
com mudanca de fase, dentro das necessidades apresentadas no PNAE, ou como
modelos diretos para 0 desenvolvimento de métodos inversos que posshilitem a
determinacdo de propriedades termofiscas de materials, conforme necessdade
detectada no workshop redlizado pelo NCTS.

Dentro deste enfoque, este trabaho € divido em trés partes principais. No Capitulo
2, € gpresentada uma revisao bibliogréafica, visando estabelecer 0 estado da arte na area
de fenbmenos fisicos e sstemas de protecdo térmica para veiculos de reentrada. Seréo
ainda gpresentados neste capitulo 0os modelos mateméticos encontrados na literatura
No Ceapitulo 3, serdo agpresentados os modelos fisco e matemético desenvolvidos no
presente trabalho. Os resultados obtidos sGo comparados com resultados numéricos
encontrados na literatura no Capitulo 4. No Capitulo 5, sdo gpresentadas as conclusdes

obtidas, assm como sdo apresentadas as sugestOes para desenvol vimentos futuros.



2 Reviséo Bibliogréfica

Neste capitulo € apresentada uma revisio hibliografica enfocando primeiro os
fendbmenos fisicos de mudanca de fase que ocorrem com o materid de protegdo
térmica. Depois sdo abordados os modelos fisicos da atmosfera e os escoamentos dos
gases, assim como as trgetdrias dos veiculos de reentrada, contextuaizando os satélites
do PNAE. Apresentamse, a seguir, os fendbmenos esperados para os satdlites
brasileiros, assm como os modeos mateméticos desenvolvidos para 0 comportamento
térmico do materia de protecéo.

2.1 Fisicada Entrada Atmosférica

Conddera-se de vitad importancia, para 0 sucesso de quaquer projeto que envolva
o retorno de agum materid do espago, o conhecimento dos efeitos termofisicos que o
veiculo transatmosférico (satélites, missais, espagonaves) estara sujeito no processo de
entrada atmosférica, sob o risco de perda do materid experimenta e/ou vidas humanas
gue estardo a bordo do veiculo.

Normamente, no processo de andise de entrada, os fendmenos envolvidos, tais
como escoamento do fluido (ar) ao redor do veiculo, sSo modelados. Este fluido precisa
s bem caracterizado, com as suas propriedades fiscas determinadas. Para isto,
necessita-se de um modelo fisico da amosfera Uma vez obtidas as propriedades do
fluido, pode-se estudar a trgetdéria de entrada e obter as velocidades relativas entre o
fluido e o veiculo.

Com as propriedades do fluido e as velocidades determinadas, pode-se caracterizar
0 escoamento e encontrar os efeitos termofisicos presentes ao redor do veiculo durante
processo de entrada amosférica Entre os efeitos fiscos possivels podemos citar:
escoamento  com ndo-equilibrio  termo-quimico, ionizagdo parcid dos gases e a
dissociacdo de espécies quimicas, entre outros. Estes efeitos estdo intrinsecamente
acoplados com a velocidade relativa do veiculo e as propriedades do fluido.

Sendo assim, novas propriedades do fluido sfo cdculadas e a trgetéria €
novamente andisada levando-se em consideracdo os efeitos termofisicos, obtendo-se
novas velocidades. Este ciclo iterativo continua até que sgam encontrados resultados

de velocidades e efeitos termofisi cos satisfatoriamente convergentes.



2.1.1 Modelo de Atmosfera

No processo de entrada atmosférica, 0 modelo atmosférico adotado normalmente é
da atmosfera padréo. Regan et al. (1993) adota em seus trabalhos os padres da World
Meteorological Organization (WMO), que conddera a variacdo da temperatura,
pressso e densdade fungbes unidimensonais da dtitude. Esta amosfera padréo
representa as condigdes de um ano caracteristico em um loca de latitude média Um
modelo de atmosfera padrdo muito referenciado e que atende os requisitos da WMO € o
U.S Sandard Atmosphere de 1976. Este modelo cobre a atmosfera terrestre do nivel
do mar até 1000 km de aturaem umallatitude de 45° N.

2.1.2 Trajetoria de Entrada

A trgedria de entrada de um veiculo transatmosférico pode ser determinada
adotando-se diferentes modelos fisicos, de acordo com a precisdo necessaria. Para um
cdculo mas imediao, utilizanse as leis de Kepler para a determinacdo da trgjetoria
Neste caso, porém, conforme relata Regan et al. (1993), levam-se em conta gpenas 0s
efeitos da gravidade da Terra.

Em um modelo um pouco mais completo, deve-se levar em considerac@o as forgas
aerodindmicas provenientes da interacd0 entre o veiculo e a amosfera. Essas forcas
comecam a s importantes por volta de 60 km de dtitude, apresentando a mesma
ordem de grandeza da forca gravitacional. Para atitudes muito mais baixas elas sfo téo
intensas que a agdo da forca gravitaciona, em aguns casos, pode ser desconsiderada.

Vé&ios outros efeitos devem ser levados em consideracéo se o objetivo é descrever
trgetdrias de entrada completas, tais como: o controle de v6o da entrada, 0 nimero de
graus de liberdade possivels, etc.

Quando se pretende redlizar uma primeira andise de trgetdrias de entrada planas e
néo controladas, normamente se considera 0 veiculo como sendo uma particula, para a
qua as equaches de cinematica sdo vdidas. Edas equacles, gpds aguma manipulacdo
algébrica, apresentada em Regan et al. (1993), ficam naforma
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onde V é a magnitude da velocidade, g € o angulo entre o horizonte loca e o vetor

velocidade V, t é o tempo, g é a acderacdo da gravidade, r, é a densidade

atmosférica, caculada de acordo com o modelo atmosférico adotado, R, é o raio
equatorial da Terra, h é a dtua do veiculo a partir do solo do planeta, C, é o
coeficiente de sudentagdo, C, é o coeficiente de sustentagio méaximo, C, €é o
coeficiente de arasto, os trés Ultimos cdculados a patir da forma do veiculo e
findmente, b é o coeficiente bdidico. Este Ultimo coeficiente é definido, conforme

Regan et al. (1993), pela equacao:

Co. S ’ (4)

onde mé a massa do veiculo, C,_ € o coeficiente de arrasto do veiculo considerando o

cas0 de sustentacdo zero e S é a aea de referéncia, normamente a &ea transversa

méxima do veiculo. O codficiente b, cuja unidade é Pa (N/n7), relaciona a forca

induzida pelo campo gravitacional e a perda causada peo efeito de arasto. Se a
unidade a ser utilizadafor kg/n?, a expressio dternativa para este coeficiente, b, &

by = ©)

Neste caso obtém-se a trgetdria de entrada planar ndo controlada e, entdo, se define o

escoamento ao redor do veiculo.



2.1.3 Escoamento Atmosférico

Conforme Regan et al. (1993), quando um veiculo transatmosférico penetra na
amosfera da Terra, este pate de um meio, onde 0 nimero de particulas dos gases que
condituem a amosfera € muito baixo para outro, onde esse nimero € muito maior.
Quando o numero de particulas é baixo, a disténcia que a particula percorre entre uma
colisio e outra é grande e, conseqiientemente, a taxa de colisio € baixa. Na medida em
gue 0 nimero de particulas aumenta, aumenta também a taxa de colisdes entre elas e
diminui a disgtancia percorrida entre as colisdes. O parametro adimensionad denominado
nimero de Knudsen, Kn, € definido como a razéo entre o caminho livie médio

percorrido entre as colisdes, | ., e a dimensdo caracteristica do escoamento, L, sendo

dado pela seguinte equacao:
_1,, _caminholivremédio percorrido
Kn=-"1= _ ~ — : (6)
L dimensdocaracteristica

Através deste par@metro podemos definir trés zonas da entrada atmosférica zona
de escoamento molecular livre, zona de transicdo e zona de escoamento continuo. Na
zona de escoamento molecular livre, Kn é muito maior que 1,0 enquanto que, na de
escoamento de melo continuo, € muito menor que 1,0. Podemos observar essa

digtribuicdo em relacéo a dtitude naFig. (1).

200 ——

Escoamento Molecular Livre

g

Transicéo

sal Continuo /D/J/D/

A

Altitude (km)
8

Numero de Knudsen, Kn

Figura 1 — Defini¢éo das zonas do escoamento em funcgéo da altitude e do nimero de Knudsen.



2.1.3.1 Zona de Escoamento Molecular Livre

De acordo com Regan et al. (1993), na zona de escoamento livre o veiculo
transatmosférico ndo perturba 0 escoamento normal, pois o caminho médio percorrido é
muito maior que as dimensdes caracteriticas do mesmo e as particulas que colidem
com as supeficies do veiculo irdo colidir com outras particulas distantes do veiculo.
Por iso, a tranderéncia de quantidade de movimento e energia € dominada pelas
colisdes das particulas com a superficie, sendo desprezivel a perturbacdo causada pela
interac0 entre as paticulas refletidas e incidentes. Ainda conforme Regan et al.
(1993), a interacdo entre moléculalparticula e superficie ainda ndo é bem entendida
Exisem modelos propostos sobre interacdo, entre 0s quais, 0S mais usados sé0 0s

model os de reflex&o especular e de reflexéo difusa, postulados por Maxwell em 1879.

2.1.3.2 Zonade Transicao

Durante o0 processo de entrada do veiculo na atmosfera, as particulas refletidas pela
superficie deste colidem com particulas livres, influenciando as propriedades do gas a
frente e a0 redor do veiculo. Quando a dtitude diminui, a densdade de particulas
presentes aumenta, diminuindo o caminho médio pecorrido por das g
consequentemente, diminuindo 0 nimero de Knudsen até esse s muito pegueno e o
escoamento possa ser considerado continuo.

Durante este processo de trandcdo entre 0 escoamento molecular livre e 0
escoamento de meio continuo, ocorre o gparecimento de uma regido de forte interacéo
entre as particulas que acaba por aterar as caracteristicas do escoamento e dar origem a
onda de choque que se forma a frente do veiculo no escoamento de meio continuo.

Asam, define-se a zona de transicdo como um intervao no nimero de Knudsen,
gproximadamente entre 10, onde as interagBes entre as particulas comecam a se tornar
importantes, e 0,01, momento em que ndo € mais possive diginguir as particulas. No
presente caso essa diferenciacdo pode ser detectada através das caracteristicas da onda
de choque formada.

De acordo com a NASA (1971), no find da zona de escoamento de moléculas
livres a onda de choque se aresenta como uma &ea fingg ma definida e
completamente viscosa, € na zona de escoamento continuo passa a se apresentar de uma

forma bem definida por uma forte descontinuidade e duas regifes. a primeira composta



por uma fina camada limite viscosa junto a superficie e seguinte, Ndo viscosa € mas
afastada da superficie.

Ainda conforme a NASA (1971), veiculos transatmosféricos com sustentacdo
podem receber partes sgnificativas da sua carga térmica na zona de transicdo. Efeitos
do ndo-equilibrio termoquimico também podem ser importantes e devem, se possive,
s levados em conta uma vez que a densdade dos gases € suficientemente baixa para
produzir taxas de reacd quimica da mesma ordem do tempo caracteristico do
escoamento. Além disso, a andlise cléssca do meio continuo pode ndo ser vdida para
essa zona, paa a qua foram desenvolvidos méodos para escoamentos em meios
rarefeitos, tais como a smulacdo direta com o método de Monte Carlo.

2.1.3.3 Zona de Escoamento de Meio Continuo

Quando o nimero de Knudsen se torna muito pequeno, o caminho médio livre
entre as paticulas é praticamente nulo, 0 que caracteriza um meio continuo. No meio

continuo a andise do escoamento € baseada em um outro parametro, 0 nimero de

Mach, M, , dado pela equagdo:

V.
My :f’ (7
onde V, é a veocidade rediva entre 0 escoamento, em uma regido sem influéncia da

presenca do veiculo, e asuperficie do mesmo e a € avelocidade do som do meio.
Conforme gpresentado em Regan et al. (1993), 0 escoamento no meio continuo

pode ser dividido novamente em segdes de acordo com o vaor de M, . Quando o
valor de M, se Stuar entre O e 0,3 0 escoamento pode ser considerado incompressivel.
No caso de M, maior que 0,3 e se, em nenhum ponto do escoamento ao redor do
veiculo este nimero ndo exceder 1,0, 0 escoamento serd consderado compressivel
subsbnico. Quando o valor de M, for gproximadamente 1,0 o escoamento sera
transdnico. Para valores de M, entre 1,0 e 5,0 0 escoamento serd supersdnico e para

vaores maiores de 5,0 serd hipersdnico. E importante notar que o vaor do ndmero de
Mach que delimita a fronteira entre 0 escoamento supersonico e o hipersdnico varia de

autor para autor.



Do ponto de vida da fisca da dinamica dos fluidos, ainda conforme Regan et al.
(1993), a origem da diferenca entre 0 escoamento supersdnico para o hipersdnico éque,
neste Ultimo, existem uma série de efeitos que ndo podem mais ser desprezados pelas
andises, sf0 des efetos de dta temperatura, interacdo viscosa, gradientes de entropia
eregido de choque.

No processo de entrada na atmosfera, no momento em que o veiculo sa da zona de
transcéo e entra na zona de escoamento continuo, a velocidade ainda € muito grande
em relacdo a velocidade do som no meio, por isso 0 escoamento ao redor do veiculo é
hipersonico. Depois disto, por acdo da transferéncia de energia da forma cinética para a
térmica, a velocidade do veiculo diminui € 0 escoamento torna-se  supersdnico,
transdnico e, findmente, subsdnico.

Figura 2 — Escoamento supersonico.

Na Fig. (2) podemos observar as &reas existentes em um escoamento supersdnico; a
zona 1 refere-se a0 escoamento livre, a zona 2 a0 escoamento subsdnico inviscido, a
zona 3 a0 escoamento supersdnico inviscido e, findmente, a zona 4 a camada limite
viscosa.

Quando 0 escoamento € supersdnico ou hipersdnico, existe uma compresséo dos
gases condituintes da atmosfera na parte frontal do veiculo. Essa compresséo faz com
gque e eleve a temperatura desses gases nessa regido e na parte interna da onda de
choque, uma vez que as moléculas condituintes dos gases aumentam a sua vibragéo.
No caso de temperaturas muito atas, podem ocorrer diversos fendbmenos termofisicos
no escoamento e o fluido ndo pode mas ser condderado termicamente perfeto. De
acordo com Regan et al. (1993), quando a temperatura do ar esta por volta dos 600K,
ou quando a velocidade do veiculo em relacdo a0 ar € maior que 1 km/s, (ver Bertin,

1994), a energia proveniente da vibracdo das moléculas comega a ser importante.
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Ainda de acordo Bertin (1994), para o veiculo com veocidade de 1,8 km/s a 2,5
km/s, a temperatura do ar se apresenta na ordem de 2500 K onde comega a ocorrer a
dissociacéo do Oxigénio (O, = 20), acima de 4,5 km/s, o ar a 4000 K, a dissociacdo
do Nitrogénio (N2 = 2N) e acima de 9 km/s, 0 ar a 9000 K, a ionizacdo dos &omos
comeca a se tornar importante. Para a NASA (1971), outro fendmeno importante ocorre
qguando a velocidade for superior a 11 km/s, nesse caso a transferéncia de cdor por
radiacdo, proveniente da onda de choque, deve ser considerada.

Com o aumento da temperatura, oar diminui a sua densdade e, conseglientemente,
a camada limite aumenta a sua espessura, de forma a manter um mesmo fluxo massico
a0 redor do veiculo. Para 0 caso do escoamento supersonico, Regan et al. (1993)
reportam que a espessura dessa camada € desprezivel e que a pressdo sobre a borda da
camada limite pode ser condderada igua a da atmosfera fora da onda de choque. Ja
para 0 caso do escoamento hipersdnico, essa espessura aumenta muito e ndo pode ser
mais desprezada. O escoamento inviscido fora da camada limite é dterado; este, por
Sua vez, dtera 0 escoamento na propria camada limite. Sendo assm, ndo € mais
possivel estudar as duas regiOes separadamente. Esse acoplamento é chamado de
interacd0 viscosa, que leva a um aumento do atrito e da troca térmica do escoamento
com a superficie do veiculo.

2.1.4 Gréfico de Trajetoria x Efeito Termofisicos

Tendo-se a trgjetdria de entrada atmosférica determinada, pode-se prever a ordem
de grandeza dos efeitos termofiscos para os quais o veiculo deve estar devidamente
preparado para enfrentar. No grafico da Fig. (3), obtidos do relatdrio da NASA (1989) e
reproduzido por Venkatapathy (2000), so apresentadas diversas trgjetorias, tipicas para
veiculos de reentrada. Este gréfico relaciona a dtitude e a velocidade dos veiculos em
cada trgjetdria e gpresenta os efeitos termofisicos aos quais sGo submetidos os veiculos
nas mesmas. A cgpsula Apolo, por exemplo, no retorno da Lua, reentrou com
velocidade da ordem de 11 km/s, 0 que a levou a enfrentar ionizacdo, dém da
dissociacéo de N, e O..
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Figura 3— Gréfico de altitude em fungéo da vel ocidade com zonas de fendbmenos termofisicos.

Um outro exemplo a ser consderado é a plataforma orbita brasleira, descrita por
Moraes Jinior et al. (1997). Esta gpresenta uma velocidade de orbita média de 7,6
km/s, condgderando uma trgjetoria plana ndo controlada e uma velocidade méxima de
7,8 km/s. Para este caso deve-se condderar: a energia de excitacéo vibraciona das
moléculas, que tém forte influéncia na temperatura absoluta assm como a presenca de
oxigénio e nitrogénio dissociados. Edtes efeitos afetam 0 Sstema de protecdo térmica
provocando reagdes quimicas, tais como oxidacao e catdise na superficie.

2.2 Sistemas de Protecao Térmica

Conhecidos a trgetéria e os fendbmenos termofisicos aos quais o veiculo esta
sujeito, pode-se cacular o fluxo de cdor que atinge o veiculo durante o processo de
entrada atmosférica. A partir desse fluxo pode-se partir para o projeto do sistema de
protecdo térmica (SPT).

Conceitudmente, de acordo com Codta et al. (2001), os SPT podem ser
classficados como ativos ou passvos. Os SPT divos atuam diretamente no sstema
(escoamenta/ fluido) de forma a reduzir o fluxo térmico na superficie do veiculo. Os
SPT passivos, por sua vez, recorrem as suas propriedades termofisicas para obter essa

reducéo.
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2.2.1 Sistema Ativo

De acordo com Costa et al. (2001), trés técnicas basicas principals podem ser
utilizadas para o projeto de SPT ativos: transpiracdo, regeneracéo e tubos de caor.

2.2.1.1 Transpiracao

Conforme apresentado em Costa et al. (2001), esse método consiste na exaustéo de
um gas a velocidade sbnica ou supersonica, a patir da regido frontd do veiculo na
direcdo contréria a0 escoamento.

Esse jato, composto pelos gases exauridos a partir do veiculo, forma um novo
contorno para 0 escoamento, fazendo com que O escoamento sga fortemente
perturbado e desviado do corpo do veiculo. Desta forma, a onda de choque aparece
destacada. Sobre a superficie do veiculo surge um fluxo de baixa velocidade, o qud
trangporta o fluido expelido pela regido fronta. No caso do fluido se encontrar a baixa
temperatura, este formara uma pelicula protetora na superficie que diminui o fluxo

térmico incidente sobre o veiculo.

2.2.1.2 Regeneracao

Esse méodo utiliza-se de um circuito hidraulico com fluido refrigerante integrando
a pate do veiculo que deve ser resfriada com um trocador de cdor, usudmente um
radiador criogénico para o caso de veiculos epaciais. Normamente utilizado para o
refriamento de tubeiras, esse méodo ndo costuma ser aplicado nos SPT devido ao
peso find, que é normamente superior a0 resultante a partir de outras opgdes
tecnol Ogicas.

2.2.1.3 Tubosde Calor

Ainda em estudo de viabilidade, esse méodo pretende utilizar os tubos de cdor, ja
presentes no Ssema de controle térmico do veiculo, como um Sgema auxiliar de
protecdo térmica, diminuindo o caor total que deve ser absorvido/ diminado peo SPT
principal e homogeneizando as temperaturas de superficie.

Este processo € muito smilar a0 processo de regeneracéo, com a diferenca de que,
a0 invés do circuito hidraulico o calor seria conduzido do SPT para o trocador de caor
pelos tubos de cdor que, dém de serem mais leves, ja sBo amplamente utilizados para o
controle térmico do veiculo. Maiores informagBes a respeito de tubos de calor e suas

aplicacOes podem ser encontradas em Gilmore (2002).
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2.2.2 Sistema Passivo

De forma gerd, segundo Churchward (2000), os SPT passivos devem rgeitar 0
maximo caor possivdl e conduzir o minimo de cdor possive, com a minima massa
possivel. Isto dgnifica que se busca um SPT com méxima eficiéncia associada ao
menor peso fina. Normamente, dois métodos estéo integrados a essa filosofiar ablagéo
e reradiacd. Existe ainda um terceiro método, poco de caor, que sera apresentado a

Seguir.

2.2.2.1 Poco de Calor

O método de pocgo de calor, de acordo com o que descreve Costa et al. (2001),
utiliza materiais que possuam boa condutividade térmica e dto cdor especifico, de
forma a que o caor gerado no processo de entrada atmosférica possa ser absorvido no
SPT, sem um aumento excessivo datemperatura da estrutura interna do veiculo.

Ainda conforme Codta et al. (2001), esse método foi utilizado em diversos veiculos
transatmosféricos na década de 60, tais como as cépsulas Mercury e o avido X-15.
Atualmente o bordo de atague do projeto X-20 é feito de modo a funcionar sob o
mesmo principio. O limitante desse método é o fluxo de caor maximo que o STP pode
absorver sem que se danifique, que, de acordo com a aplicacdo, pode ser insuficiente

paraum poco de calor de dimensdes e peso razoavel.

2.2.2.2 Ablacao

O sigema de protecdo térmica por ablacdo envolve o consumo parcid da protecéo
térmica por vaios fendmenos fisco-quimicos, que absorvem o cdor de tad manera a
proteger a estrutura do aguecimento externo. Normamente utilizado para uma Unica
missfo, ede ddema utiliza vaios principios fiscos para proporcionar protecéo
térmica radiacdo térmica da superficie quente do materid ablativo, reagBes quimicas,
fusdo, sublimacdo, vaporizacdo, decomposicdo do materiad e bloqueio do fluxo de caor
pel os gases de ablacdo num processo similar ao método de transpiracao.

A principa fungdo do materid utilizado para esse tipo de SPT, chamado de
materiad ablativo, € limitar a conducdo de cdor para dentro do veiculo de reentrada
Como apresenta Costa et al. (2001), de maneira gera, 0 processo ocorre a uma
temperatura  gproximadamente congtante, denominada temperatura de ablacdo,
correspondente a temperatura de mudanca de fase do materid ablativo. Com o aumento
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do fluxo de caor incidente no materid, ocorre 0 aumento da taxa de ablacdo, porém a
temperatura de ablacdo permanece constante.

Os maeias ablaivos devem ter como caracteridicas principas uma baixa
condutividede térmica e um dto cdor latente de sublimacdo (mudanca de fase do
estado solido para gasoso). Os materiais ablativos podem ser divididos em dois grupos
principais. puros, gpresentando apenas um tipo de material em sua composicéo, ou
compostos, condtituidos por mais de um materia, normamente metriz e resina.

Uma das caracteridticas desgavels nos materiais ablativos puros € ndo sofrer
ateragbes termofisicas até que estes atinjam atemperatura de ablacéo.

Por outro lado, conforme Pardini (2002), os materiais ablativos compostos, também
conhecidos por compésitos, sfo condituidos de uma matriz de fibra (normamente de
carbono ou silica) e uma resna (normamente fendlica ou carbonéces). Neste caso,
durante 0 processo de ablagdo, aparecem trés zonas bem distintas. A primeira, a partir
da edrutura, € formada peo materiad que ndo passou por nenhuma transformacéo,
sendo chamada de zona de materid virgem. A segunda, chamada zona de pirdlise, é
uma regido onde ocorre sublimagdo da resina. No caso em que sublimagéo ocorrer
a uma temperatura definida e congtante, zona pode ser gproximada por uma
superficie ficticia que separa a primeira da terceira zona. Na terceira zona existe a
matriz de fibra, que forma um material poroso, por onde escoam, para fora do materid,
0S gases produzidos na zona de pirdlise. Essa zona € chamada de “cha’” ou

carbonizada.

2.2.2.3 Reradiacéo

O méodo de reradiacdo utiliza materiais que ndo sG0 consumidos para a protecéo
da edrutura interna do fluxo de cdor externo. Esses materias SGo normamente
utilizados para missies em que £ desga manter 0 maximo possive da integridede
edruturd do veiculo para vOos sucessvos. O Onibus espacid utiliza ese tipo de
material. De acordo com Churchward (2000), as propriedades normamente desgadas
S80:

. Baixa eficiéncia caditica, de modo a diminuir o ganho de cdor pelas paredes
por absorcdo quimica;

. Alta emissividade, paa que o maximo fluxo de caor possivd sga disperso
por radiacao;
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. Baixa difusvidede témica, para que, mesmo estando o SPT a dta
temperatura, esta demore a penetrar na estrutura, aumentando o tempo trandente. Este
ato tempo trandente provoca a necessdade de resfriamento da nave mesmo quando ja
pousada no solo, quando o caor podera estar findmente aingindo a estrutura do
veiculo.

2.2.3 Situacdo do Satélite Recuperavel Brasileiro

A partir da geometria e a Orbita previstas para estes satélites, conforme gpresentado
por Moraes et al. (1997), assm como o dominio da tecnologia de materiais ablativos
exigente no Indituto de Aerondutica e Espaco (IAE) do Centro Tecnologico da
Aerondutica (CTA), de acordo com Pardini (2002), pressupfe-se a escolha preliminar
do méodo ablativo para 0 SPT dos satélites recuperavels brasileiros. Porém, o materia
ablativo a s utilizado ainda ndo foi definido. Sgam quais forem os materiais a serem
utilizados no Bradl, estes deverdo ser completamente caracterizados termicamente,
especidmente agqueles que serdo desenvolvidos no pais. Dentro desse processo de
caracterizacdo e como ferramenta de projeto, modelos fisicos e mateméticos precisam
ser desenvolvidos para a determinacd do comportamento térmico dos processos
envolvidos, obtendo-se desta forma perfis de temperaturas no interior do materid,

assim como a posi¢éo da fronteira, onde ocorre o processo de ablagéo.

2.3 Modelagem Matematica do Fenémeno de Ablacéo

A conducdo de cdor trandente em um solido durante o processo de ablagéo
representa, como Vvisto, uma &ea de grande interesse tecnoldgico. Problemas deste tipo
S0 inerentemente ndo-lineares e envolvem uma fronteira mével ndo conhecida a priori.
De acordo com Chung et al. (1985) e Zien (1978), uma solucdo exata anditica para a
tranderéncia de cdor trandente em um solido com ablagdo € muito dificl de ser
obtida. Apenas solugbes numéricas e gproximagdes anditicas estdo disponiveis e,
normamente, requerem um dto custo computaciond, mesmo quando sdo utilizados
model os unidimensonals smplificados.

2.3.1 Desenvolvimento Historico

Landau (1950) foi o primeiro a propor um problema idedlizado de ablacdo que
passou a ser conhecido como o Problema de Landau. Este pesquisador considerou as

propriedades do materid ablativo puro congantes, com uma das faces do materid
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aguecida por um fluxo de caor constante. O material produzido pela ablacdo (gases ou
liquidos) foi considerado removido do processo, ho mesmo instante em que foi criado,
por meio de um escoamento, de forma a néo interferir no fluxo de cdor na superficie.
Landau resolveu esse problema por integracdo numérica para um solido semi-infinto.

Sunderland et al. (1961) apresentou 0 mesmo problema, utilizando-se 0 método de
diferencas finitas para solucionar o caso onde o fluxo varia com o tempo. Goodman
(1964) resolveu o problema de Landau usando o método de balanco integrd do calor.
Biot et al. (1964) usaran 0 méodo variacional para solucionar o problema com
propriedades varidveis. Zien (1978) apresentou solucBes aproximadas para o problema
de Landau com dois perfis de fluxo variavel com o tempo. As solugdes foram obtidas
através de método integrdl.

Chung et al. (1985) fizeram 0 estudo de trés méodos, a saber: méodo de balanco
integra, método integrd de g -momento e mé&odo de diferencas finitas implicitas, para
a ablacdo de um materid finito, submetidos a quatro tipos de fluxos de cdor variaves
com o tempo. Os méodos utilizados foram comparados, usando-se 0 método de
diferencas finitas como referéncia, concluindo-se que os métodos de balanco integra e
0 daintegra de g-momento sBo mais adequados para a determinagéo da espessura do
meateria ablativo e da taxa de ablacdo do que para a previsdo do perfil de temperatura
no interior do materid.

Hogge (1985) discutiu a aplicacdo da técnica de dementos finitos deformévels a
um problema de ablacéo bidimensional. Por sua vez, Hibbert et al. (1988) apresentaram
uma solucdo baseada em uma formulacdo entdpica usando volumes finitos para
problemas de mudanca de fase, entre os quais pode ser enquadrada a ablacéo.

Blackwell (1988) adaptou 0 esgquema de diferencas exponenciais de Spading para
a solucdo do problema de Landau usando a maha presa na supeficie ablativa. O
equema foi implementado usando volumes finitos e o problema de ablacdo resolvido
desta forma é usado como referéncia em muitos trabal hos, incluindo o presente.

Venkateshan et al. (1990) gpresentaram um método de integracdo generdizada
para a solucéo anditica do problema de ablacdo de um meio semi-infinito submetido a
fluxo varidvd com o tempo. Neste trabadho de Venkateshan et al. sdo apresentados
bons resultados para o caso de fluxos do tipo “Power Law” e para o caso de reradiacéo.

Storti (1995) consderou o problema de ablagdo de uma fase como sendo um

problema de Stefan de duas fases. Uma fase correspondia a0 materid propriamente dito
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e a outra a um materid ficticdo que ocupa a regido onde o primero materid foi
removido. Foi usado o método de eementos finitos para a solugdo desse problema.

Mohan et al. (1996) solucionou 0 problema de Landau com propriedades variavels
utilizando a representacdo de volumes finitos com esquema tempora adaptativo para a
perseguicdo correta da resposta trandente ndo linear. JA Hogan et al. (1996),
goresentaram a solugdo para 0 problema de ablagcdo axissmétrica bidimensiond. Para
IS0, 0 m&odo de eementos de volumes finitos com maha movd foi utilizado na
discretizacdo da equacdo da energia.

Katte et al. (2000) gpresentaram um modelo bidimensona em coordenadas
clindricas com o fluxo térmico variando axidmente e tempordmente. Neste modeo
foi utilizado o inverso do nimero de Stefan como um cdor latente adimensond e o
problemafoi solucionado pelo método de diferencas finitas.

Shih et al. (1997) apresentaram um modelo tedrico para materiais compositos que
leva em consideracéo os efeitos de ndo equilibrio térmico, propriedades variavels com a
temperatura, reacdo de pirdlise e expansdo termoquimica. Esse modedo é desenvolvido

utilizando médias volumétricas e implementado aravés do método de volumes finitos.

2.3.2 Desenvolvimento no Brasil

No Brasl, os primeros trabalhos encontrados sobre o assunto sio do find da
década de 80. Em 1989, houve 0 Semin&io de Ciéncia e Tecnologia Aeroespacia, em
Sdo José dos Campos — SP, onde foram apresentados os trabahos de Zaparoli (1989),
que fez uma revisdo dos modelos de ablacdo e dos méodos de solugcdo numérica, e de
Diniz et al. (1989), que mostraram a solugéo para 0 problema de ablagdo, utilizando o
método da transformadaintegral generdizada.

Ja na década de 90, diversos trabahos foram desenvolvidos. A grande maioria
destes trabahos vderamse da formulacdo entdpica e do méodo da transformada
integral generdizada. O trabaho de Ruperti et al. (1991), que resolveu o problema de
Landau, ou sgja, ablagcdo sem pirdlise, pode ser considerado como representétivo.

Outras técnicas de resolucdo do problema ablativo sfo apresentadas nos trabahos
de Silva Jinior et al. (1992), que utilizan o méodo de eementos de contorno e de
Lete (1999), que agpresenta uma andise por dementos finitos da concepcéo de Storti
para 0 problema de ablacdo. Ja Cotta et al. (2000) propdem uma abordagem do tipo
“improved lumped differentid” para o problema de Landau com fluxo congtante, que €

resolvida numericamente com o auxilio de um software de manipulacéo agébrica
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2.3.3 Formulacdes Basicas

O problema de ablagdo deve ser abordado como um processo de mudanca de fase e
para desenvolvé-lo, uma das seguintes formulaghes pode ser utilizadar formulacdo
entdpica ou formulacdo de temperaturas. Na formulacéo entdpica, todo o dominio de
cdculo é descrito da mesma maneira, tanto antes como apds a posicdo de frente de
mudanca de fase. A mudanca de fase aparece como um sdto das propriedades do
material andlisado, em especid, a entapia Na formulagdo de temperaturas, 0 dominio
de cdculo € dividdo em n &eas cada uma composta peo mateid em uma
determinada fase. Essas &eas sG0 acopladas aravés de uma equacdo que descreve a

frente de mudanca de fase.

2.4 O Método de Analogia Elétrica para Problemas Transientes

O moddamento de dgemas témicos utilizando a andogia entre problemas
térmicos e eétricos s conditui numa poderosa ferramenta, bastante utilizada para
problemas smples de tranderéncia de cdor, normamente unidimensonas e em
regime permanente. Porém, edta técnica ndo tem ddo rotineramente utilizada para
problemas transentes. A grande vantagem deste método é que as equagies resultantes
s80 bastante smples e, dependendo do problema andisado, resultados precisos podem
ser obtidos a um custo computacional e de tempo quase nulos.

O méodo de andogia détrica se basda na smilaridade das equacbes entre os
fendbmenos de transferéncia de caor e de transferéncia de corrente elétrica. Liebmann et
al. (1956) aponta Beuken (1937) e Paschkis et al. (1942) como os pioneiros na
utilizacdo dessa andlogia para processos transertes, embora esses utilizassem o tempo
redl como variave independente, enquanto Liebmann fizesse uso de intervaos finitos
de tempo. A utilizacdo do intervalo finito de tempo posshilita que parametros sgam
gustados e flexibiliza o méodo, de modo que este possa ser empregado em problemas
complexos.

Horvay (1960), embora ndo apresentasse referéncias ao trabaho de Liebmann et al.
(1956), utilizou-se de concepcéo Smilar, onde o intervalo finito de tempo possihilita o
guste dos pardmetros necessarios. Nesse trabaho, Horvay solucionou o problema da
transferéncia de cador, durante o congdamento de uma coluna de meta liquido. Um
circuito eérico, smilar a0 témico foi escolhido para abordar o problema de
lingotamento continuo. De maneira smilar, pode-se utilizar 0 mesmo méodo para o

equacionamento do fendmeno de ablacdo dentro do model o fisico proposto.
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3 Modelos Matematicos

Serdo gpresentados neste trabaho dois modeos mateméticos desenvolvidos a partir
de um mesmo moddo fisco. Primeramente o moddo fisico adotado é apresentado. O
primeiro modelo, denominado de integra, baseado no método do balanco integral do
caor conforme descrito por Goodman (1964) € entdo, descrito. A seguir o segundo
modelo, denominado de anadgico, desenvolvido a partir de idéias apresentadas no
trabdho de Horvay (1960) sobre o congdamento de uma coluna liquida em
crescimento, € detal hado.

3.1 Modelo Fisico

O moddo fisco adotado para um materia sofrendo ablacdo em uma das faces é
descrito nesta secdo. O materid ablativo smples, de um componente, é considerado
semi-infinito sendo aguecido por uma fonte de cador uniforme na face gparente. No
ingante inicid, todo o materia se encontra a uma temperatura constante uniforme, T, .
Com a incidéncia do caor proveniente da fonte, a temperatura de parte do materia
comega a aumentar. O comprimento desta parte do materid é chamado de posicéo da
frente de penetracdo do calor, d,, a qua é definida como o local, dentro do materid,
que ainda ndo sofreu perturbacdo pelo fluxo de caor incidente da superficie (derivada
da temperatura em relacdo a0 espago € zero). O fluxo de caor, gerado pela fonte, faz
com que a temperatura na superficie aumente até atingir a temperatura de ablacdo, T,,
dando inicio ao processo de ablacdo. Durante o periodo de ablacdo, uma parte do cdor
incidente é utilizado para aguecer o materid ainda ndo consumido e o restante € usado
nos fendmenos de ablagdo, que ocorrem a um nivel constante de temperatura T,. Os
fenbmenos de aiacdo consomem uma pate do materid que € indantaneamente
removido, conforme modelo apresentado por Landau. O comprimento desta parte do
material € chamado de posicéo da frente de ablagdo, d,, a qua corresponde ao
comprimento do material consumido pelo processo e indica a posicdo da fronteira fisca

do materia. Um esquema desse modelo pode ser observado na Fig. (4).
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Removido Aquecido N&o-Aquecido

Figura4 — Modeo fisico adotado.

3.2 Modelos Matematicos

Os moddos mateméticos baseados no modelo fisco descrito anteriormente se
condituem em solugbes goroximadas de problemas unidimensionals de conducéo de
calor em um materid ablativo puro.

Nesse trabaho, sera utilizada a formulagdo de temperaturas (ver secéo 2.3.3) por
conveniéncia uma vez que, ho modeo fisco adotado, a fase ndo-sdlida, ou posterior a
ablacdo, € condderada removida ingantaneamente, sem que sga adotada nenhuma
hipdtese com respeito a sua temperatura.

A eguacéo trandente de conducdo de caor unidimensond € adotada para o

materid Solido, consderando congtantes a densidader e a capacidade cdorifica a

pressdo constante ¢, do material, resultando em:

= T8
pﬁ__g ﬂX (8)

onde k é a condutividade térmica do materid, T é a temperatura do materia, funcéo da
coordenada espaciad na direcdo em que ocorre o fendbmeno da ablagéo, x e da variave

temporal, t, ou sgja T(x,t).
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As seguintes condigbes de contorno se aplicam: para o periodo pré-ablativo

(t£t,), onde t, €0 tempo no qua atemperaturada superficieainge T, , tem-se:

T
-k%:o,em x=d,, 9

T=T,,em x=d,, (10)
- %:q@,em X=d,, (12)

onde gt é o fluxo de caor incidente na face do materid que vai sofrer a ablacdo. Nesse
periodo d, é constante. Para 0 periodo ablativo (t3t,), as seguintes condigdes de

contorno s3o validas:

T

- k%:o,em X=d,, (12)

T=T,,em x=d,, (13)
T dd

- k%:q@— ri tA ,em x=d,, (14)

T=T,,em x=d,, (15)

onde | é o cdor laente de ablacdo efetivo, que leva em consderagdo todos os

fenbmenos envolvidos no processo, e ddth € a taxa de ablacéo indanténea, ou a

velocidade naqua o materid é consumido.

Integrando-sea Eq. (8) em x entred , e d,, obtém-se a equagéo abaixo:

CIR R e af(‘HT(TJ
ol ¢, —(d x= —33d X. (16)
o ARUTY e M A
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Como os limites de integraco variam com o tempo, pode-<se utilizar a regra de Lebnitz

para obter a seguinte expressao:

ALl
x=dp ﬂX

d™ dd
S Fdx-r c,,T|X:dP—P +re. T,
dA

dd, _, 1T
dt

A dt x

- (17)

x=d ,

A Eq. (17) sera a base utilizada para os dois modelos que serdo apresentados a

seguir.

3.2.1 Método Integral

O método integral, conforme descrito por Goodman (1969) € ideal para problemas
néo lineares, tais como a transferéncia de calor com mudanca de fase, uma vez que se
absorvem facilmente as nd linearidades do problema sem exigir a linearizagdo do
mesmo.

Conforme bem estabelecido na literatura, no método integral propde-se uma funcéo
resposta para a variavel do problema que dependa de par@metros a serem gjustados, a
partir das condicdes de contorno do problema.

Aqui optar-se-& por uma funcdo resposta para a temperatura T na forma de uma
funcéo de grau n na coordenada espacid X, sendo os parametros a serem gustados, A
e B dependentes da coordenadatemporal t, conforme a equacéo abaixo:

— +B. (18)

A derivada da expresséo anterior €

E:-AnM

ix (dP' dA)n . 39

As solughes obtidas utilizando o método integral serdo apresentadas para os periodos
pré-ablativo e ablativo, respectivamente.
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3.2.1.1 Periodo Pré-Ablativo

Como ja observado, as condig¢des de contorno véidas para o periodo pré-ablativo
S80 as apresentadas pelas Egs. (9), (10) e (11).

Assm, subgtituindo a Eq. (19) na Eq. (9) obtém s a seguinte iguadade:

- kAn%: 0, (20)

cuja smplificacdo indica uma condicdo de contorno naturdmente obedecida pea
funco escolhida
Substituindo agora a Eq. (18) na Eg. (10), observa-se que:

AG@_P"’PQ +B=T,, (21)
dp-d,g °

B= TO ) (22)

Subgtituindo a Eq. (19) na Eq. (11), obtém-se:

(P- A)n_l_
Gp-d))™ _ ¢
k An - dJ) q (23)

Isolando-seavariavel A, observa-se que:

A= q«(dp - dA) .

kn (24)
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Por fim, a substituicdo das Egs. (22) e (24) na Eq. (18) resultaem:

T =94 - d,)eed, - x O +To,emd, £x£d,. =
kn dp'dAb

Esta equacdo, que determina o perfil de temperatura, permite o cdculo de d, a
partir da Eq. (17). Subgtituindo as Egs. (9), (11) e (25) nesta expressao, obtém-se:

da

dp ) IRVIFLYo)
rci‘a%m(dp d,) e ngdx+rchdP-rchdA-
Pdt kn p-dag * PO dt PO dt
e (26)

dd q¥(d, - d,) dd dd
rc,T P+rc P_—A A+rc,T A=0+q¢
PO dt P kn dt T g

Resolvendo a integra espacidl e consderando d, condante, gpds aguma

samplificacdo, a seguinte expressdo pode ser obtida:

d am(dp _ dA)2 0

— T=qt
rCPdtg kn(n+1) 5 a (27)

Definindo-se u © (d, - d,)? e rearranjando-se os termos tem-se:

d kn(n+1)

il =g\

(am)=g o (28)
gue pode ser escrita como:

d d kn(n+1)

— — ¢)f=—~—.

dt(u)+udt[ln(q )l e (29)

A s0lucdo desta equacéo diferencial, de acordo com Spiegel (1973) &

u=u, Lgkn(n+1) Qaq@dt : (30)

r ¢, q® @
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onde t, € o tempo no qua iniciou-se 0 processo de pré-ablacdo e u, € o quadrado da
digénciaentre d, e d, no insante de inicio do processo. Usudmente t, e u, sdo

iguais azero. Assm, a subgtituicdo de u na equacdo anterior, resulta em:

_ > @kn(n+1) 6!
dP_dA+\/(dPo'dA) Tq@ dq@dt . (31)

Substituindo esta expresséo na Eq. (25), T ficanaforma

qﬁng+J(dpo-dA)2 gkn n+1 —d @dt ) X

8 rc.q¢ 4
T= n_lﬂ +Ty,emd,£xE£d,. (32

& e, &&kn(n+1) o 0
k é\/(dpo dA) g r G gt dq@dt;

Considerando 0 caso em que u, é igua a zero, e portanto (d., - d,)’ éigud a

zero, e d , também zero observa-se que:

88kn n+1
d, = Jg TS d @t . (33)

Subgtituindo a Eg. (33) na EQ. (25), obtémse uma outra expressdo para a
distribuicéo de temperatura, a saber:

\/88kn n+1) 6 d ot -

grcpth

ng\/g (n+1) 9 _0( oot ;

9
T= f’ +T,,em O£ x£d,. (34)

1

k
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Como atemperaturanasuperficie(x =0) € T, parao tempo t,, entdo:

q@\/éeknnﬂ d@dt‘

V& rc.af ¢ (35
T, = o TO :
Considerando q« constante obtém-se
q«ge akn(n+1)(t, - to) gg
g rCp 9 5 (36)
T, = " +T,.
Assm, t, pode ser isolado na equacdo anterior, ou sgja
o
t, : P? = +tg. (37)
a

Essa expressio determina o ingtante de inicio do periodo ablativo.

3.2.1.2 Periodo Ablativo

Como ja observado, as Egs. (12), (13), (14) e (15) apresentam as condicOes de
contorno vélidas para o periodo ablativo.
Assm, subgtituindo a Eq. (19) na Eq. (12) obtém-se

=0 , (38)

cuja smplificagdo indica uma condicdo de contorno naturdmente obedecida pea

funcéo escolhida.
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Agora, substituindo a Eq. (18) na Eq. (13), se obtém a seguinte expressao:

AMQ +B=T,, (39)
dp-d,g
ousga
B=T,. (40)

Subdtituindo a Eg. (18) na Eq. (15), a seguinte expressao € obtida:

pde-da0 g (41)
dp-d,g g

Inserindo a Eqg. (40) naEq. (41) eisolando-seavaiavd A, temse:

A=T,-T,. (42

Por fim, substituindo as Egs. (40) e (42) na Eq. (18), a seguinte expresséo para a
distribuicdo de temperatura pode ser observada:

T:(TA-TO)EZG'P_-G'><§j +T,,emd, £x£d,. (43)
P A

Eda eguacdo serd utilizada para cdcular d, e d,, como s vera a seguir.
Substituindo as Egs. (12), (19) e (43) naEq. (17) obtém-se:

de ) N o)
rcpi‘ TA-TO)anIP X2 +Tonx-rcF,TO—OldF’+rcF,TAddA
at € d,-d, 5

- dt dt
o @
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Resolvendo aintegra espacid e amplificando:

ia{TA'To)dP' A)_ - ddA— (TA'TO)
at§  (n+1 =41 6 (T o) 6.4

Com agum agebrismo, esta expressao resulta em:

da
dt

dd kn(n+1)
- \—A =
(dp-d,)+(n+1) dt rody-d)
Isolando-se (d, - d,,), obtém-se:
(do-d,) M-(nu)dd/*.
P re.(dp-d,) dt

Agora, substituindo a Eq. (43) naEq. (14) obtém-se:

kn(TA' To)

(d

P'dA)

=q@r |

dd,
dt -

De onde isolando-se d , , a seguinte equaco € observada:

dd, _ g«

kn(TA' To)

dt

rl

r

I (dP_dA).

Porém, substituindo a Eq. (47) na Eq. (49), obtém-se a equacao:

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)
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gue, rearranjando-se os termos no lado direito da equacdo, toma a seguinte forma:

(n+1)q¢

kn(n+1)(T T, ) : I u
To) +1H- o (51)

e
r (dP' dA) gCP(TA-

S0, d,)-=

t
Definindo-s¢ a vaiavd t ° Mdt e fazendo a mudanca de vaiaved de
r

ta

diferenciacdo, onde agora, assume-se d, e d, dependentes de t , a equacdo anterior

tomaaforma
d ( ) & 0
—A(d, -d, )= +1i- 1. 52
dt (de - du)= qét)(d %c,, p 2

Definindo-se 0 termo penetracéo relativa como u®° d, - d,, 0 nimero inverso de

kn(T,- T,)(n +1)

Stefan como n ° I—, a funcdo auxiliar F ° e subgtituindo
Co (TA - To) qu:
essas definigdes na Eq. (52), estatomaaforma:
du_F
—_—=—-1.
dt wu (3)

A Eq. (53) é conhecida como Eq. de Abel de segundo tipo, cuja solucéo €

' 7 \u O
193@%_ _t_‘9'+1¢, (54)
@

[IE=0
=F LambertW.
3 1& &F TFH 5

Uy _
F
onde u, é adiferenca entre d, e d, no indante t,, obtida através da smplificacdo da
Eq. (25) paa x=d, e T =T, cujaforma funciona pode ser observada na expressio a

Seguir:
kn(TA - To)

Up = —w (55)
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onde gf é o vdor de gt noingante t,. A funcdo LambertW, conforme Corless et al.
(1996), € a funcdo resposta analitica para a equacdo  ye’ =X que passa pela origem.

Mais informagdes sobre a fungdo LambertWW podem ser encontradas no Anexo 1 a este
trabal ho.

A partir da Eq. (55) e dadefinicéo de F , pode-se afirmar que:

Uy _ o[
F oaeh+1) (56)

Substituindo a Eq. (56) e as devidas definigdes na Eq. (54) obtém-se:

_ kn(T(,;a-t T,) b +1)
Eiambe”wfi?qi% T S R TR 1)0*“'“t§1 -
Considerando-se gt constante, observa-se que:

! kn(Taa;: T,) f+1)x

T
Agora, fazendo-se a subgtituicdo de variaveis na Eq. (49), etatomaaforma

dd,dt _ (n+1)ge kn(T,- T,)

dt dt (n+Drl r1(d.-d,) 9
Com dguma manipulacéo agébrica, pode-se chegar na seguinte expressao:

dd,_ 1 kn(T,-T,) (60)

dt  (n+1) (n+1)geu
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Integrando ambos osladospor t entre O et , obtém-se a expressdo:

t  kn(T,-T,)

I b~ mx ) T nDqe 9

1
T (61)

Inserindo-se a Eq. (57) e resolvendo aintegra obtém-se:

t L kn(M-To)

Tl ) Ry AP e

t
InaEf_ambertw:' 19ex (?u—A-l-t—w= . (62
1§F "5 CBF T FH

A equacéo anterior, gpds dgum agebrismo, tem aforma

ot kn(T.- T)euA lau, euA ool
da dAO_(n+1) h+loe & - 1- F - Lambertw %8? —exp -1 FH%” (63)

Utilizando-se os parametros ja definidos anteriormente, pode-se reescrever esta

equacdo de forma compacta, resultando em:

nt u u
du- = A

o mrp 1) (i )p+) (D)p D) (64

Esta expressdo pode ainda ser escrita da seguinte forma completa:

N eite kn(T,- T,)

% rln +1)£ﬂ t q}(n +1)(n +]_)
& I(—,e q¢- g¢ n ¢ U 9 .
¢ 0 _
kn(T T, )G % ash +1) h+1)5 : : (65)
cL ambertW| i e
cI“(n+ ) (% --e(pg q¢aq¢ n q(II(n+1 ::i/ _
g % gqﬂt(n +1) (n+1) rlkn(T,-To n+1 i, g
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Para 0 caso de qtcongante, esta equacéo toma aforma

d.=d, Jnat-t.) kn(r,-T,)
° rIn+1) q¥¢n+1) (66)
& le n g € n _ (+1)g€f-t,) w10
GLambertW}g-nJr E.e(pg n+l rlkn(T,-T,)0 +1)H%+ n+1;
Da definicéo de utemos.
d, =u+d,. (67)
Substituindo nesta equacdo a expressdo compacta de d , dada pela Eq. (64), tem-se:
do= N LU (n+1)( +2)- Yu v, (69
(n+1)p+1) (+)h+1)  (+1)p+1)
ou ainda, naforma completa,
d. =d +LI‘ I+M
P T ) I g 0 +) _
® i é \n+lge o O
¢ X p :
o)) enlr, )G dm g o S e O ¢y o (69
0+ e T B ST ) B R [ |
¢ ] 6 b 5
Para 0 caso de gecongante, tem-se:
d. =d +nq((t_tA)
R I ()
e & iz n 9 u 9o 0
¢ ¢ ic- =X P T > (70
kn(TA'To)g \* J|:(3 n+lg pL7 1T
+ ot +1) (é((n+1)6ﬁ+1)-l)gLambertW_:_e( 6 n (h+1)q€(t-t,) l:l}/+1i+(n+1):
¢ ¢ A T R (R RS :

Esta expressio determina a posicéo da frente de penetragdo de calor para o periodo
ablativo, e é muito Util para o projeto de sistemas de protecéo térmica de veiculos de
reentrada.
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3.2.2 Método Analogia Elétrica

O méodo de andogia eétrica, conforme exposto anteriormente na segdo 24, €
baseado na semelhanca entre os equacionamentos adotados para 0s circuitos elétricos
anadogicos e para a tranderéncia de cdor. Ese € um método conveniente de se usar
com o0 objetivo de se obter solugbes de engenharia que possam ser utilizadas como
ferramentas smplificadas, a serem empregadas em projetos térmicos em gerd.

Assm, partindo da Eq. (17), repetida abaixo por conveniéncia,

Al
. T

dd, _, 1T

do +rcPT| T X

rcpd OTdX'prT|Xd dt

. (17)

x=d ,

dP
 dx d
pode-se definir T = SA R Portanto, (¥ dx =(d, - d,)T . Substituindo na Eq. (17)
P~ YA d,
e amplificando,
re,(d -d)£+rc(f-T )ddp-rc(f-T ) kT PallLl (71)
PER At ) el d t ) <l dt ﬂx x|y,

Utilizase da técnica de diferencas finitas para discretizar as derivadas espacias,

resultando em:

o] . The-T 'nT T T| =

k—{ =k e k
Tx x=dp (1' f)(dp B dA) ( )

onde f € um valor constante entre O e 1 que representa a posicio de T , conforme pode

ser observado naFig. (5).



TA
-r
TO
X
q >
— 0 < >" <
0; f 1

Figura5 - Modelo fisico adotado com asvariaveis do modelo de analogia el étrica.
Aplicando a discretizacgo obtém-se:

daT — dd —
rc,(d, - dA)IH cP(T- T|X:dp)d—tp- r CP(T -T|

\ddA — T|x=dp --T -F-T|x:dA
f

ol gt TN d) “Ta-a) 2

Rearranja-se a expressao para agrupar os termos semel hantes e obtém-se a equacéo:

daT dd, u k dd, uf=
rce (dP'dA)_= : A,(T_T|X=dA). (73)

é k -\ é
e ) e U Ty USSR e

Os termos da EQ. (73) podem ser associados com 0s seguintes componentes
elétricos,
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Tabela1— Associagdo de Termos da Eq. (73) com Componentes Elétricos.

Temo Componente Elétrico (Simbologia)
T Potencial Elétrico (T )
rc.(de - dg) Capacitancia Elérica Globa (C)
dd, .
r CPF Fonte Potencid (F;)
k N 1
Condutancia Elétrica (—)
(1' f)(dP - dA) RP
dd, .
rco Tt Fonte Potencid (F,)
k N 1
_— Condutancia Elétrica (—)
f(d,-d,) R,
T|X_dp Potencia Elétrico naposicio d, (T,)
T|X:dA Potencia Elétrico naposicio d , (T,)

Substituindo os termos da Eqg. (73) pela simbol ogia apresentada obtém:-se:

dT é1 U -\ €1 O/—
C——=é&5+ FPQ(Tl' T)' = FAQ(T ; Tz)- (74)
t &Ry U éR, U

A Eq. (74) representa o circuito eétrico demongtrado na Fig. (6) e que sera utilizado
para a solucdo da ablacdo nos periodos pré-ablativo e ablativo, bastando para iso

incluir as equagdes de contorno.
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d, f d,
Figura 6 — Circuito elétrico representado pela Eq. (74).
Arbitrando a seguinte funcdo de grau n para o perfil de temperaturas.
L
ed, - X0

=~ +T,emd,£Xx£d;,

T:(Tz'Tl)d _ p
P A

pode-se calcular ovaor de f , apartir dadefinicio de T onde:

de@ _ & 0
(‘%TZ C)E X9 1 ax
_rsz dpo -da g 17} :(TZ_T1)+T .
(dp' dA) n+1 '

Como f éaposicdo datemperaturamédia, utilizando a expressdo anterior, obtém-se:

P f(dP N dA)' dAg
dp-d, 1)

T= (Tz - Tl)gj

(75)

(76)

(77)

Igudando-se as Egs. (76) e (77), obtémrse uma equacdo para f, que tem como

solucdo:

(78)
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A partir destas expressdes pode-se determinar a distribuicdo de temperatura através da
solucdo do o circuito bésico, para os periodos pré-ablativo e ablativo.

3.2.2.1 Periodo Pré-Ablativo

No periodo pré-ablativo, sdo consideradas as condigdes de contorno apresentadas
pelas Egs. (9), (10) e (11), reproduzidas abaixo por conveniéncia

1T

-k—=0, =d,,
rx =0 em x=d; (9)
T=T,,em x=d;, (10)
qT
- k—=qg@¢ em x=d,,
x q A (11)

e acondicdo de pré-ablacdp, i.e, ddth =0.

Aplicando a discretizacdo de diferencas finitas, apresentada anteriormente, nas
derivadas espaciais e subgtituindo os termos de conducdo de caor pela andogia
el étrica, obtemos as seguintes condigdes de contorno:

T-T
- IRD =0, (79)
T,=To, (80)
T-T,
- =gt
R, q% (81)

e paraapre-ablacdo, F, =0.

Para que a Eq. (79) sgja verdadeiraparaocasode T, 1 T teremosque R, =¥ , ou,
em termos de circuitos el étricos, circuito aberto.

Inserindo essas condigBes de contorno no circuito eérico apresentado na Fig. (6)

obtemos aFig. (7), onde q« representa uma fonte de corrente elétrica.
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;
QCS — | —
—c P
TO
d, f dp

Figura 7 — Circuito elétrico representado pela Eq. (74) com as equagBes de contorno do periodo preé-
ablativo.

Andisando o circuito da Fig. (7) pela le dos n6s de Kirchoff, que indica que a

soma das correntes que entram e sasem de um no € igud a zero, monta-se 0 seguinte

sistema de equagdes.
NO#1: - Z +q¢=0, (82)
A
Nno#2 c 9T = [F ](1,- T)- e—a(T-T,). (83)
dt eRAu

Utiliza-se 0 n6 #1 para cacular avariavd T, e 0 n0 #2 para d. Subgtituindo os
componentes elétricos por seus equivalentes de acordo com a Tabela 2, obtém-se as

Seguintes equacles.

. k(l - I2)
: -
NO #1 f(dp-dA qé, (84)
NO#2: r C (d -d )C:jt rcF,Olddt (I I)+q@ (85)

39



Isolando-se T, apartir daEq. (84):

T, :w.ﬂ' ) (86)

Inserindo-se a Eq. (76) na expressao acima e com algum agebrismo obtém-se:

L0 )0+),

2 kn o- (87)
Fazendo o0 mesmo com a Eq. (85) a expresséo ficanaforma:
dad,-T 0 dd T,-T 0
re.(d,-d)—22" o7 9 29 & 127 b 1 94
P(P A)dtg n+1 o P dtg o n+l og q (88)
onde, com aguma manipulacéo agébrica € obtido:
rc.(d.-d,)d _rcdd, ¢
T et To) = s (- T+ To) + g (89)
Inserindo-se a Eq. (87) na expressdo acima, obtém-se:
rc d _ rc,dd
k_np f (dP - dA)a(qddP - dA)) =q¢ qof (dP - dA) knP dtp ) (90)
Para solucionar a Eq. (90) subdtitui-se ddt" =%(dp - dA), pois ddth =0 e
isla-se %(dP - d, ), obtendo depois de alguns passos algébricos:
d d k
a(dp - dA)2+(dP - dA)za(In(q(@): f I‘nCP ! (91)
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gue tem como solucdo, de acordo com Spiegel (1973):

e
d,=d, +\/(dpo g re. q@_dq@dt (92)
Inserindo esse resultado na Eq. (87) obtém-se:
kn
¢f [d — T dt n+1
T, = - +T,.

Para o caso de fluxo condantee d ., =d , , obtém-se a partir das Egs. (92) e (93),

respectivamente:
dP:dA+\/?M% , (94)
frc, g
fl-t
T,=q¢ 27 (n+1)+T,,
 =a¢ o (42T, (95)

com f dado peaEg. (78). Parao instante t,, em que comega a ocorrer a ablagao, tem-
T, =T,.A patir daEq. (95) chega-se &

2
N ke FaTe? (96)
f(n+1 q¢t 5

A partir do ingtante t, o periodo ablativo passaa ser considerado.

3.2.2.2 Periodo Ablativo

No periodo ablativo sdo consideradas as condicBes de contorno apresentadas pelas

Eq. (12), (13), (14) e (15), reproduzidas abaixo por conveniéncia
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- %:O,em x=dp, (12)
T=T,,em x=d,, (13
-k%:qw ol dth,emx=dA, (14)
T=T,,em x=d,. (19)

Aplicando a discretizacdo nas derivadas espacias e subgtituindo os termos de

conducéo de cdor pela anadogia el étrica, obtemos as seguintes condicdes de contorno:

T,-T
- =0, 97
) (97)
T.=To, (98)
T-T,
- =q L,
R, O (99)
T,=T,. (100)

Para que a Eq. (97) sda sttifeitaparaocasode T, T deve-sefazer R, =¥, ou,
em termos de circuitos e étricos, circuito aberto.
Inserindo essas condigbes de contorno no circuito eétrico apresentado na Fig. (6)

obtemos aFig. (8),

>—|
M
U5

|

|

@)

d, f dp

Figura 8 — Circuito elétrico representado pela Eq. (74) com as equacfes de contorno do periodo ablativo.
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onde q« e L sfo fontes de corrente elétricae T, € umafonte de tenso.
Andisando o circuito da Fig. (8) pela le dos n6s de Kirchoff, que indica que a
soma das correntes que entram e sasem de um no € igud a zero, monta-se 0 seguinte

sistema de equacOes paraosnos 1 e 2:

T'Tz -

NO #L: - =q¢ L, (102)

A

NG #2: C——[F )(1,- T)- SR—l FAS('IT-TZ). (102)
eMa u

Utiliza-se 0 N6 #1 para calcular a variavel d, e 0 NO #2 para d, . Subgtituindo os

componentes eléricos por seus equivalentes de acordo com a Tabela 2 e insrindo-se a

Eg. (100), obtém-se as seguintes equacoes.

(T-T) _ o ) 40,

NGO #1: - ) o

(103)

oy dT _é dd,u -\ € k dd,u
NO#Z'GC(dp'dA)_:ngP P’(TO-T)-g - -rc dtu(T T) (104)

A partir da Eq. (103) pode-seisolar a derivadatempora ded ,, obtendo-se:

dd, _a¢  k(T-T,)

dt rl rl f(d.-d,) (105

Anadisando a Eq. (76), pode-se concluir que, no periodo de ablacdo, (?j_-tr =0 ¢

portanto, a Eq. (104) pode ser escrita como:

dd, 2 k  dd,6(T-T,)
"5, 0) T T) w4
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Inserindo a Eqg. (76) na equacdo anterior e apds alguma nanipulacdo agébrica obtém:

e

dd, _ kn _dd,

dt fre,(d.-d,) "dt (107)
direito da expressio obtém-se:

Ay gyeKkn o gme, kK-T) 9

dt(dp )= frc,(d,-d,) (n+1)§r| T fd,-d,)g (108)
Inserindo-se a Eq. (76) naequacéo e apds aguma manipulacéo

d _ knT T,) ae 9 (n+1)qe

dt( P A) Vo B oy (109)

t
Definindo-se a vaiave t ° Mdt e fazendo a mudanca de vaiave de
r

ta

diferenciacdo, onde agora, assume-se d, e d, dependentesde t , a equacdo anterior

toma aforma
d kn(T,-T,) e 0
— - = 1+- 1. 11
dt (d - d,)= (n+12) f q&t)(d, -d c (T + : (110

Definindo-se 0 termo penetracdo relativa como u® d, - d,, 0 nimero inverso de

kn(TA - To)(n +1)

Stefan como n © —— ., a funcdo auxiliar F° e ubdtituindo
Co (TA' To) f (n+1)q¢
essas definicdes na Eq. (110), estatoma aforma:
du_F
—=_-1 111
dt u (111)



A Eg. (111), como ja apresentado na Eq. 53, é conhecida como Eq. de Abel de segundo
tipo, cuja solucéo &

u=F gLambertW (112)

onde u, é adiferenca entre d, e d, no indante t,, obtida através da smplificacdo da

Eq. (87) para T, =T, cujaformafunciona pode ser observada na expressio a seguir:

— kn(TA' To)

ta f(n+1)q¢ (113)

onde gf € o vaor de qe no ingante t,. Como também ja observado, a fungéo
LambertW, conforme Corless et al. (1996), € a funcdo resposta anditica para a equagéo
y€ =X que passapeaorigem.

A partir daEq. (113) e dadefinicdo de F , pode-se dirmar que:

FoagheD) (14

Substituindo a Eq. (114) e as devidas definices na Eq. (112) obtém-se:

:—kfn((:: :-L)-I(;(ilg n+1)x
5 2 t 115
GLambertW.%eq qg N e gaeaf 0 f(n+1) ¢ (‘}q@dt(yﬂg -
¢ ath+1) h+Dp qut(n +1) o+1) v kn(T, - T,)0+1) b 5
Consderando-se g¢ constante, observa-se que:
- kn(TA - TO)(n +]_)X
f (n+1)q¢ a1
GLambertWI ge N O ep e n f(n+1) q(lt?(t t uH+1T
Tenlg én+1rlknT -T,) % 5
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Agora, fazendo-se a subgtituicdo de variaveis na Eqg. (105) e inserindo a Eq. (76),

edatomaaforma
dd, dt _ (n+1)qe kn(T,-T,)
—= - : (117)
dt dt (n+r1  f(n+1)rl(d,-d,)
Com aguma manipulacéo agébrica, pode-se chegar na seguinte expressao:
dd, 1  kn(T,-T,)
dt  (n+1) f(h+1Pqm’ (118)
Integrando ambos osladospor t entre O et , obtém-se a expresséo:
t knﬁ T,). 1
d,-d,,= dt : 11
A TAO (n+1) f(n+17 ¢, (119)
Inserindo-se a Eq. (115) e resolvendo aintegral obtém-se:
t kn(T T,) 1 el 0 éu, t au
d,-d,,= In Lambert 1%paia-1- L . (120
A~ Ya0 (n+1) f(n+1 g %g p p &F H[\gj (120)
A equacdo anterior, apds dgum agebrismo, tem aforma
t  kn(r,- T) o éu, . t wil
d,-d, = -1- — LambertW —-1—ex ~—-1-—
S v f(n+1)° q(ﬁ:e F Ig TS %3 (121)

Utilizando-se 0s parametros ja definidos anteriormente, pode-se reescrever esta

equacdo de forma compacta, resultando em:

d,-d, = nt U, u

o )P +D) ()P +D) (0P 1) (122)
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Esta expressdo pode ainda ser escrita da seguinte forma completa:

n ‘ kn(T, - To)
d,=d A~ o
AT TR O Tl 1+ )
e le q¢-a¢ n ¢ i o
9 1G—/——m - ——=X g
kn(T, - To)$ & a0 +1) [ +1); L. (129
- ————5 CLambertwj | , Wy 1T
fq¢n+1)° ¢ i © qg¢ qgf n fqé¢n+1) ' U?/ +
~EXp é - - ¢dt ¢ +
% éqg(n +1) (n +1) ri kn(TA - To)(n +1)1A glp p
Para o caso de g constante, esta equagéo toma a forma:
— nqm(t_tA)_ kn(TA'To)
dA_dAo+|’|(n+1) quI(n+1)2x |
S - g . i 5 (124)
® bl & 1O é Tl a€n) W1 9
ambertWj ¢~ —— exp & TR T )] +1- -
fe n+lg gn+l r n{T,- T, ) % n+17
Da definicdo de utemos:
dp =U+d,. (125)
Substituindo nesta equacdo a expressdo compactade d , dada pelaEq. (122), tem-se:
nt u (n+1)(n +12)- u
d, = + A + +d,
S Oy e O A T [ (29
ou ainda, naforma completa,
d, =d, + n I(\ﬂ(mt+ kn(TA'To)
T iy f q#(n+1f° (0 +1) '
& @ gt o n o a9
[ i - Ix o :
(0400 Dknfr )6 W0 T N €2y
> ambertWi 3 1
(n+3) fa¢ ¢ TS @ af  n  faep+l ¢th'?" +
§ O S I GRR AT Bt R
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Para o caso de gtconstante, tem-se:

~ nqe(t-t,)
d, =d
S )
S e le N ¢
kn(T, - T, )g ¢ Igae n+1§><
+L—029((n+ 0 +1)- )éLambertw|
f q¢(n+1)° ¢ ¢ Tepe 1.
§ : 1

ua o
[
|

f(h+1)°qe?(t-t,) E,P,-7+1:+

gn+l rl kn(T,- T,

T

=
+
R

[ S E B R B B N

| (128)

Esta expressdo determina a posicdo da frente de penetracdo de calor para o periodo

ablativo, e € muito Util para 0 projeto de sSstemas de protecdo térmica de veiculos de

reentrada.
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4 Comparacao Entre Resultados Teodricos e Solucao
da Literatura

Os modelos matematicos desenvolvidos no presente trabalho, tanto para fase pré
ablativa quanto para a ablativa, sdo aplicados a um caso, retirado da literatura, utilizado

como padréo de comparacao em diversos trabal hos.

4.1 Solucdo Numérica de Blackwell

O caso mais utilizado como referéncia nos trabalhos recentes sobre ablacdo de uma
subgténcia pura com fluxo de caor congante € o problema de ablacdo de Teflon
resolvido por Blackwell (1988) de forma numérica Este autor adotou o método de
volumes finitos usando funcdo exponencia como funcéo interpoladora para a solucéo
de transferéncia de cdor com ablagdo em um materia de dimensdes finitas. A estrutura
utilizada por Blackwell é composta de uma camada de 0.1 in de espessura de Teflon e
outra de 0.1 in de duminio. A camada de Teflon tem uma face exposta a um fluxo de
calor constante e a aitra em perfeto contato com o duminio, enquanto que o duminio
gpresenta a face oposta ao Teflon, perfeitamente isolada

Blackwell consdera que toda a estrutura possui propriedades congtantes e uma
temperatura inicid uniforme, T, . No indante t, a camada de Teflon comeca-se a ser

aguecida com fluxo condante, q«, aé o insante t,, no qua a supeficie dinje a

temperatura de ablagdo, T,. A partir do indante t, comega a ocorrer a ablacéo da
camada de Teflon. Blackwell gpresenta como solucéo deste problema os pefis de
temperatura do Teflon no gréfico mostrado na Fig. 9, para vaios instantes de tempo,
onde a posicdo em que a temperatura € igua a 1500 R indica a posicéo da frente de
ablacéo naquele ingtante.
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B. F. BLACKWELL
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— — |
Tempo, s | {
o= Z{00E-O1

= O00E+00 | 1
bem A OE+DD

Temperatura, F

i} _——
0. [0x ons =B ]

Comprimento abaixo da superficie original, in

Figura9— Gréfico origina de Blackwell (1988) que sera utilizado como referéncia.

Os dados de posicéo e temperatura obtidos a partir do gréfico da Fig. 9 seréo
utilizados como referéncia para as comparagdes deste capitulo. Assm, serdo utilizados
0s mesmos dados (propriedades termofisicas, temperaturas e fluxo de calor) adotados

por Blackwell, conforme mostrados na Tabela 2. Além desses dados, as mesmes
condigdes inicias utilizadas por Blackwell foram impostas ao problema dA|t:0 =0,

dy|,=0et, =0.

Tabela 2 - Dados utilizados por Blackwell.

Condutividade Térmica (k) 3.60° Btu/ ftsR
Densidede (r ) 120lb,_ / ft®
Capacidade caorifica a pressdo constante (¢, ) 0.3Btu/lb,, R
Cdor Latente de ablacdo (I ) 1000Btu/Ib,,
Temperatura de ablacéo (T, ) 1500R
Temperaturainicid (T,) 536R
Fluxo de calor incidente (q¢) 250 Btu/ ft?s

E importante observar que o perfil de temperatura para o instante 5.0 s seré
descartado nesse trabalho e o do instante 4.0 s deve ser utilizado com cuidado, devido a

presenca do aduminio, que confronta a hipbtese de Solido semi-infinito, adotada no

50



desenvolvimento dos modeos mateméticos obtidos pelo método de andogia eétrica e
pelo método integrdl.

Backwell (1988) fornece uma solucdo anditica para o cadculo do tempo de inicio
do fendmeno de ablacdo, t,, apresentada na Eq. (129):

I-O

ty =

L2
Kr CP§TAC-](;-O) ) 1t (129)

n|T
S

Essa expressio foi obtida da solugdo do aguecimento por fluxo congtante de um sblido
semi-infinito de propriedades constantes, apresentada por Cardaw e Jaegar (1959), que
representa 0 periodo pré-ablaivo. Blackwel (1988) utiliza a Eq. (129) para comparar
com o resultado numérico obtido.

Aparentemente seria possivel considerar 0 periodo ablativo como um problema de
transferéncia de cador linear onde a temperatura na superficie exposta ao fluxo térmico
€ consderada congtante, conforme a condicéo de contorno dada pela Eq. (13). Cardaw
e Jaegar (1959) apresentam solucdo exata para este problema e com esta solucéo seria
possivel obter-se uma expressdo para a frente de ablagdo através da resolucéo da Eq.
(14). Porém, na redidade, o que existe no periodo ablativo é um sistema acoplado de
duas equaghes diferencias, Egs. (8) e (14), que nd pode ser resolvido
independentemente sem perda de precisio nos resultados. Isso pode ser melhor
observado para 0 caso em que a Eg. (14) € introduzida na Eq. (8) através de uma
mudanca da varidvel espacid e que agpresenta mais claramente a ndo linearidade do
problema.

Os dados de temperatura em funcdo da disténcia, utilizados na comparagdo com 0s
resultados do presente modelo, so obtidos diretamente do gréfico da Fig. 9. O software
SACRID®, obtido no enderego: www.wisantoshpg.com.br/sacridhtm, foi utilizado
para obter as coordenadas numéricas. O procedimento condste, primeiro, em se
determinar 0S eix0s e, a seguir, oS pontos escolhidos sobre a curva. Na etgpa de
determinacéo dos eixos, 0 usu&io deve indicar um minimo de quatro pontos do gréfico
e as respectivas coordenadas. O software fornece informagfes estatisticas para 0s exos
apresentados na Tabela 3, onde X éaposicdo e Y € atemperatura.
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Tabela3— Estatistica de escala fornecida pelo SACRID ©.

Erro Médio em X: 0.25%| Erro Médioem Y: 0.05%
Erro Mé&ximo em X: 0. 73%| ErroM&imoemY: 0.17 %
Desvio Padréo em X: 0.25 % | Desvio Padréoem Y: 0.05%

Na segunda etapa, indicam-se os pontos de interesse sobre o gréfico e o software

obtém os valores das coordenadas de interesse por interpolagdo numérica a partir dos

vaores de escala escol hidos na primeira etapa.

4.2 Solucao pelo Método Integral

Para a solucdo do problema proposto utilizando 0 método de solucdo integra sdo

utilizadas as egquagdes desenvolvidas na segéo 3.2.1, mostradas novamente na Tabela 4

aseguir.

Tabela 4 — Expressdes utilizadas para a solucéo tedrica do problema de ablacdo através do método de

solugéo integral .

Periodo Pré-Ablativo:
Perfil de - q@(di: § dA)azdP 'dX 9 47, emd, £x£d, Eq
temperatura : P YAD (25)
T=T,,em x3d,
Posicao da o
frente de _ 4 )2, &kn(n+1) 0 Eq.
penetracéo do dp =d, +\/(dpo d,) +§ rc,qé aodq@dt (31)
calor
Periodo Ablativo:
sed, - x 0
Perfil de T=(T,- T) T = tToemd, £x£d, Eq.
temperatura PTYA0 (43)
T=T,,em x3d;
_ n_ kn(Ta-To) kn(Ta-To)
G =0 T ) I G 0f 1) aafneD)
: x & leeq-qf n O u 0
% - =X
Poktall BN S ET N R i : | Ea
. ¢ Ioe 3 d I | (65
ablacdo cLambertWw éqt # qin+1)cuddt gy +1s
¢ Top &2 A% - a u =+
¢ .:.e(pgng(n +1) (+1) rlkn(T,-To)h +1) 3 N
§ 1 b 5
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— n '\ kn(TA' To) ((n+1)(n +l)' l)kn(TA' To)x
B e i [ ) My i
Posicéo da 2 @t a9 u 9
frente de ¢ 18 agh+D) T+1;5 Pt Eq.
enetraci i < i 69
de Cda?)?o %Lambertwi gq taf q¢(n+1)tdq¢dt §+1: (69)
¢ : pqut(n +1) (@ +1) rikn(T,-T.)0 +1)UI *
§ i e b 5
Na  tabda anterior, n° _ e paa  fluxo constante,
CP(TA h To)
tA: Paaé )+ +t,, conforme a Eq. (37). A Unica vaiavel anda néo
n+1 g q¢ g

definida para a utilizacdo das equagbes acima € o grau da funcdo, n. As equacles

modradas na tabda anterior foram implementadas utilizando o <software de
manipulagio agébrica MAPLE®, cujas planilhas se encontram no Apéndice A. Os

gréficos apresentados nas Segdes 4.6 e 4.7 foram gerados a partir destas planilhas.

4.3 Solucéo pelo Método de Analogia Elétrica

Para a s0lucdo do problema proposto utilizando o méodo de andogia eétrica,

usam-se as equagdes desenvolvidas na secéo 3.2.2, novamente apresentadas na Tabela
5.

Tabela 5— Expressdes utilizadas para a solucao tedrica do problema de ablacdo utilizando o método de
analogia el étrica.

Periodo Pré-Ablativo:
2ed, - x 0
Perfil de T=(T,- T,)e=2—% +T,.emd, £x£d,
temperatura édp -d, g Eq. (75)
T=T,,em x3d;
Temperatura - (1,-T)
médiainterna T= n+1 T Eq. (76)
Temperatura de _quf (dp-d,)(n+1)
sparficie T kn o Ea. (87)
Posicéo dafrente .
de penetracdodo | d, :dA+\/(dPO gﬁ—d @dt Eqg. (92)
calor " G
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Periodo Ablativo:
Perfil de T=(T,-T )azd _dx+ +To.emd, £x£d; Eq.
temperatura AD (79)
T=T,,em x3d,
- n—t\ kn(TA'To) . kn(TA'To)><
dA_dAo+r| n +1)£F fag(n+17  +0)  fadn+ 1
. & ieqt-of n O a9
~ c i - =X .
Podchoda | ¢ 1€ ag0+1 015 it | Eg
I 4 t -
ablacdo gLambertw:’ g 0 o f qa(n+1)? oAt ldl;/ +1. (123)
c | é g n th a =+
c .:.e(pgq n +1) n +J) rlkn(T,-T,)0 +1)U' *
g ioe b 5
g o S k(M -Ty)  (+)0+D)-)kn(T,- To)
dp —dAo rl (n +1) tAO:]qrdt f qf(n+1)2(1 +l) (n+1)2 f q¢
Posicioda | & e qtaf n o u 9
frentede | ¢ i6 #0+1) b+l; i Eq.
penetracdo | ¢ poé RN (127)
4o calor gLambertW:::expg tat n f q¥(n +1) tOJ‘Irdt uLy l:
¢ : €g¢h+1) (+1) rl kn(T,-T,)h +1)3 :
g e b
Na Tabea 5, n° _ , f=1- geidv(ver Eqg. (78)), para fluxo constante,
Co (TA - To) en+lg
(.jZ
t, = f ( 1 kr cpg Of +t, (ver Eg. (96)). Como na secdo anterior, a Unica
n+

vaiavd anda ndo definida para a utilizacdo do sstema de equacdes € o grau da funcéo,
n. Andogamente, os resultados apresentados na tabela anterior foram implementados
em planilha do software de manipulagéo agébrica MAPLE®, mostrada no Apéndice B,
quefai utilizada para gerar os gréficos das Segdes 4.5 e 4.7.

4.4 Comparacao entre os Tempos de Inicio de Ablagao

De acordo com o trabaho de Blackwell (1988), t, é dado pela Eqg. (129).
Igualando-se a mesma com a expressdo obtida para t, pelo método integrd, Eq. (37), e
smplificando obtém-se:

1
(T

(130)



|solando-se n, obtém-se:

n=-——

p
(4-p)

3,659792369 . (1312)

Esse vaor expressa o grau da fungdo necessario para que o valor de t,, calcuado pelo

método integral sga 0 mesmo do calculado por Blackwel (1988).
Por outro lado, igudlando a expresséo de Blackwell (1988) com aquela obtida pelo
método de analogia détrica, Eq. (96), e smplificando, chega-se na equaco:

n

_P
f (n+1)? 4 (132)

Subdtituindo a Eq. (78) na Eq. (132) obtém-se a expressao:

(133)

gue ndo possui solucdo no dominio dos reais, como pode ser observado na Fig. 10, que
goresenta um gréfico dos vaores do lado esquerdo das Egs. (130) e (133) em
dependéncia a0 grau da funcdo, n. A inexiséncia de uma solucdo para a Eq. (133)
indica que ndo existe vaor de n para o qua o vaor de t, caculado pedo méodo de

andogiadétricaéigud ao de Blackwell (1988).
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(4-p)
1]
08] n
] Lado esquerdo da
061 Eqg. (130)
041
] Lado esquerdo
07 _ da Eqg. (133)
O 12 4 6 & 10

Grau dd funcdo, n

Figura 10— Gréfico paraobtencéo do valor N paraocéculode t,.

Como apresentado na se¢do 3.2.2, f indicaaposicio relativaentre d, e d, em que

a temperatura caculada € igua a temperatura média, T . Uma nova expressio para o
fator f € obtida através daigualdade entre as Egs. (130) e (132), ou sga

n__ n 134
) (el (134
e conseguentemente,
1
f= (n+1) (135)

Essa nova expressdo, quando substituida nas equacbes obtidas pelo método de
andogia éétrica, faz com que estas fiquem exatamente iguais as obtidas peo método
integrd. Assm, toda a andlise gpresentada para 0 método integral também é vdida para
0 método de andogia eétrica, quando usada a Eq. (135). A Eq. (135) somente ndo é
véida para a localizago da temperatura T dentro do perfil de temperatura, para esse

caso deve-se continuar utilizando a Eq. (78).
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4.5 Comparacéo entre Resultados de Blackwell e Método de
Analogia Elétrica

Os dados de Blackwdl, conforme explicado na secédo 4.1, provém de uma
smulacéo de uma Stuacdo fisca em que uma edtrutura de Teflon e duminio € aquecida
por um fluxo de calor constante. A partir das equacOes relacionadas na secéo 4.3 e dos
dados relacionados na Tabela 2, smulou-se a mesma condicdo utilizando o método de
andogiadétrica

No gréfico da Fig. 11 apresentam-se as distribuigdes de temperatura em funcéo da
disténcia, contada a partir da supeficie do materid no ingtante zero, para 0S MesMmos

ingtantes de tempo que os apresentados por Blackwell, usando-se diferentes vaores do
grau dafuncéo, n.
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600 T 3w =% L i
500 T T T T T T T T T T
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
Posicgao (in)
——n=0.5 ——n=1 n=2 ——n=3 n=4
""" n=5 = = =n=10 === =20 Blackwell

Figura 11— Distribuicdo de temperaturas obtidas pelo método de anal ogia el étrica para diversos valores
den.

Observando-se o gréfico pode-se comparar os perfis de temperatura obtidos pelo
método de andogia eérica com diversos vaores de n e os pefis de Blackwel.
Através desta comparagdo € possivel verificar uma boa concordancia na previsdo do
comportamento  térmico do materid no inicio dos pefis de temperaura e uma
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discordancia na distribuicBo de temperatura na regido fina destes. Essas observactes
s20 reforcadas pelo gréfico da Fig. 12, que apresenta o erro percentud, caculado pea

Seguinte expressao:

Erro= ?MQ&OO (136)

Blackwell @

apartir das temperaturas apresentadas no gréfico daFig.11, em funcéo da posicao.
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| n=0.5 n=1 n=2 n=3 N=4 = = == = n=5 = = =p=10 * = =" - n=20 |

Figura 12 — Distribuicao de erro entre a solucéo do método de analogia e os perfis de temperatura de
Blackwell paradiversosvaloresde n.

Andisando os gréficos da Figs. 11 e 12, em conjunto, pode-se observar que o erro
gpresenta um valor gproximadamente zero no inicio de cada um dos perfis, indicando a
boa concordancia da posicéo da frente de ablacéo. Este fato demonstra que o modelo
capta bem o fendmeno de ablacéo, que ocorre na superficie do materia.

Por outro lado, pode-se observar que a ndo-concordancia na pate fina é
claramente devida a diferenca nos resultados obtidos para o cdculo da frente de

penetracéo do calor. Para compreender melhor esta discordancia é interessante chamar
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a atencdo para o fato de que o méodo de anadogia eétrica pode ser grosseiramente
considerado como um método de discretizacdo do fendbmeno fisico, que é considerado
concentrado (“lumped”) em trés pontos basicos, que sdo as temperaturas T,, T e T,.
Como a curva de temperatura gpresenta um formato bastante peculiar, ou sga, bastante
ingreme no inicio, e suave no find, quaquer discretizacdo pouco refinada pode levar a
eros consderaveis. Em outras padavras, pode-se afirmar que os resultados apresentados
pelo modelo sBo muito sensiveis aos diferentes gradientes de temperatura encontrados

nesta curva. Por isso, a correta determinacdo da funcéo f é essencia para que se possa

escolher amelhor posicio paraatemperaturamédia, T .

Uma opcéo para a melhoria da solugdo para o método de analogia é subgtituir a
expressdo de f da Eq. (78) pela Eq. (135), obtida na secéo 4.4. Como ja observado,
com subgtituicdo, as equacdes obtidas pelo método de anaogia eétrica se tornam
idénticas as obtidas pelo método integral, de forma que uma comparagdo entre apenas
um dos méodos sga suficiente, lembrando porém que a locdizacdo correta da
temperatura média no interior do materid continua sendo caculada somente pea EQ.
(78).

4.6 Comparacéo entre Resultados de Blackwell e Método
Integral

De maneira andoga ao que foi gpresentado na secéo 4.5, nesta se¢cdo 0s resultados
do método integral sdo comparados com os resultados obtidos por Blackwel para o
caso da ablacéo de Teflon, utilizando os dados relacionados na Tabela 2.

O gréfico da Fig. 13 € semehante a0 gréfico da Fig. 12, onde podem ser
observados os vaores para 0 erro em funcdo da posicdo, calculada pela Eq. (136), para
as temperaturas obtidas pelo método integrd.

Pode sar observado no gréfico da Fig. 13, que existe uma exceente concordancia
na parte inicid das digtribuicbes de temperaturas, obtidas para um determinado instante
de tempo fixo, também observada no méodo de andogia eétrica. Mas neste caso,
existe também uma boa concordancia na parte fina, dependendo da escolha adequada
do vaor do grau dafuncéo n.
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Figura 13— Distribui¢éo de erro entre os perfis de temperatura de Blackwell e a solucéo do método

integral paradiversosvaloresde n.

Os principais dados da andise de ero, de forma mais compacta, podem ser
observados na Tabda 6. Por erro méximo superior entende-se 0 maior vaor obtido para
0 ero em quaquer indante de tempo engquanto que, por ero maximo inferior
consdera-se 0 menor vaor encontrado para 0 erro em quaquer instante de tempo. O
erro absoluto médio € dado pelo somatdrio do médulo dos vaores dos erros, dividido

pelo nimero de pontos considerados.

Tabela6— Andlise de erro da solucdo do método integral.

n=1 n=2 n=3 n=3.6597 n=4 n=5 n=10 n=20
Tempo Inicial Ablag&o (s) | 0.009635 | 0.012847 | 0.014452 | 0.015135 | 0.015416 | 0.016058 | 0.017518 | 0.018352
Posicé&o Inicial Abla¢&o (in) 0.001666 | 0.003332 [ 0.004997 | 0.006096 | 0.006663 | 0.008329 [ 0.016658 | 0.033316
Erro Max. Superior (%) | 37.004 20.831 13.342 11.030 10.198 8.324 4.460 2.855
Erro Max. Inferior (%) -9.467 -6.959 -6.561 -6.383 -6.302 -6.350 -7.444 -8.204
Dif. Abs. entre Max. (%) | 46.471 27.790 | 19.903 17.413 16.5 14.674 11.904 11.059
Erro Abs. Médio (%) 8.916 5.095 3.684 3.198 3.023 2.644 1.916 1.678

Edta tabela mogtra que os erros obtidos para a utilizacdo de uma funcdo de grau
n=3.6597, caculado pea Eq. (131), ndo sdo os menores possivels. Outros valores para
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n goresentam resultados bem melhores que poderiam ser adotados. Isto significa que o
melhor vdor de n paa o clculo do indante de inicio da dlagcdo, ta, ndo
necessariamente € 0 melhor vaor para o cdculo da digribuico de temperaturas no
periodo ablativo, porém, a determinacd do melhor vaor de n necessitaria de dados
experimentals que ndo sfo disponiveis no momento. Por agora é aconsdhéaved a
utilizacgo do valor n=3.6597 devido ao clculo de ta.

Na Fig. 14 é apresentado o gréfico de temperaturas em funcdo da posicdo para o
método integral, onde diferentes valores de n sdo utilizados, os quais sBo comparados
com a curva obtida por Blackwel (1988). Observa-se que, no ingante 0.2 s, as
temperaturas obtidas com o méodo integral e com as curvas tedricas cujos vaores de
n sdo superiores ao vaor caculado pela Eq. (131), sBo maiores que as apresentadas

por Blackwell (1988), enquanto que, a partir de 1.0 s, todas as curvas caculadas estéo
abaixo da curva de Blackwell (1988).
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Figura 14 — Distribuicdo de Temperatura do Método Integral e de Blackwell.

Essas observaghes suportam duas provavels conclusdes. ou esses fatores se devem
a0 fato de Blackwdl ter smulado o comportamento de uma estrutura Teflon/duminio

finitay enquanto que foi utilizada a hipdtee de Sdido semi-infinito paa o
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desenvolvimento do modelo; ou a natureza néo-linear do problema faz com que a
hipdtese adotada de um mesmo perfil de temperaturas, com o grau da fun¢do constante,
durante todo o processo, N0 sgja suficientemente precisa E importante verificar que
estas hipoteses O poderdo ser confirmadas através da redizacdo de experimentos ou de
novos dados de comparacao.

4.7 Comparacéo entre Método Integral e Método de Analogia
Elétrica
O mesmo problema apresentado por Blackwell sera utilizado para comparar os dois

métodos entre g, levando-se em conta dois aspectos que ndo puderam ser analisados na

comparacdo anterior: a posicdo da frente de penetracéo de caor e da frente de ablacéo,
umavez que Blackwell ndo disponibilizou estes dados.

4.7.1 Posicdo da Frente de Ablacéao

Na Fig. 15, é apresentado o gréfico da posicdo da frente de ablacd em polegadas
(in), caculado pedo méodo integra, em funcdo do tempo em segundos (S), durante 4.0s
de smulacdo, para vaores de n entre 1 e 10. No detalhe, pode ser observada a evolucéo
da frente de ablacdo para a faixa de tempo variando do indante inicid, t,, aé quatro
vezes o vaor do ingante de inicio da ablagdo, t,. Ainda, no detahe, é indicado o grau

da funcdo utilizado. Para fins de uso de engenharia, pode-se afirmar que o grau da
funcéo néo influencia cons deravelmente o cdculo da posicéo da frente de ablacéo.
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Figura 15— Posic¢do dafrente de ablagdo em fungdo do tempo calculado pelo método integral .

Ja na Fig. 16, é apresentado o gr&fico andogo ao da Fig. 15 com a utilizagdo do
método de analogia eétrica. Do mesmo modo que no resultado obtido para o método
integral, para fins de ferramenta de engenharia, a dependéncia do grau da funcéo usado
para a determinaco da posicio da frente de ablagdo € desprezivel. E importante
ressaltar que, diferentemente do detalhe do gréfico da Fig. 15, no detahe da Fig. 16 as
curvas ndo estdo em ordem de acordo com o vaor do grau da funcdo. Essa néo-
ordenacdo esta intrinsecamente ligada a fungdo f , sendo que, no presente caso, a Eq.
(78) foi utilizada para a obtencdo dos valores do gréfico. As curvas gpresentadas no
detalhe da Fig. 16 correspondem a seguinte ordem de cores para o grau da funcéo, n,
utilizado: 1 - azul, 2 - preto, 3 > verde, 4 > amarelo, 5 > vermeho, 6 - azul
marinho, 7 - marrom, 8 = rosa, 9 - cinzae 10 - azul “cyan’. Esta ordem pode ser
compreendida observando-se o grafico da Fig. 10, onde, para uma das curvas
apresentadas, os valores da ordenada sdo determinados pelo lado esquerdo da Eq.
(133), enquanto que a abscissa corresponde ao valor de n. Quanto maior o valor ca
ordenada, maior € o tempo de inicio da ablacdo, t,, e conseglentemente mais a direita
se dtuam as curvas mostradas no detadhe gpresentado na Fig. 16. Assm, para este

modelo, existe um valor de n entre 1 e 2 parao qud t, apresentaum valor maximo.
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Figura 16 — Posi¢do da frente de ablagdo em fungéo do tempo cal culado pelo método de analogia.

Para a comparacdo dos resultados obtidos pelos dois métodos, apresentados nos
gréficos das Figs. 15 e 16, estes estéo superpostos no gréfico da Fig. 17. Neste gréfico €
demonstrado que, para a solugdo dos problemas de engenharia, os resultados obtidos

pelos dois méodos sGo muito proximos e ndo indicam preferéncia pela escolha de

nenhum dos dois méodos.
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Figura 17 — Posi¢ao da frente de ablacdo em funcéo do tempo com os métodos integal e de analogia.

Deve-se obsarvar que a inclinacéo da curva € diretamente dependente do valor do

fluxo de cdor, gt, incidente na supeficie do sdlido. Como o fluxo no presente
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exemplo é congtante, a inclinacdo também é congante, para tempos maiores que queatro

Vezes 0 tempo ta.

4.7.2 Posicéo da frente de penetracéo do calor

Na Fig. 18 é apresentado o grafico da posicdo da frente de penetracéo do caor,
dado em polegadas (in), cadculado pdo método integrd, em funcdo do tempo, em
segundos (S), pedos mesmos 40 s de smulagdo utilizados na secdo anterior.
Novamente, vérios vaores de n, entre 1 e 10, foram utilizados. No detahe pode ser
observado o comportamento das curvas para o indante inicial, t,, até quatro vezes o
valor do ingtante do inicio da ablagdo, t,. Neste gréfico, o grau da fungdo utilizado para
o pefil de temperatura € também indicado. Os pontos marcados sobre as curvas do

detahe indicam t, para cada um dos valores de n, portanto a curva a esquerda do

ponto representa o periodo pré-ablativo e a direita o periodo ablativo.
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0.06
0.041

0.027 =
0 001 002 003 004 005 008 007
[:I I ! ' ! ' 1 ' ' ! ' I ' ! ' ' 1 ' ! ' !
0 1 2 3 4
tempo (9)
Figura 18— Posicéo da frente de penetracéo do calor em func&o do tempo cal culado pelo método
integral.

Observa-se que, tanto para o periodo pré-ablativo quanto para o periodo ablativo,
exige uma forte dependéncia do grau da funcdo utilizado, diferentemente da frente de
ablagido que praticamente independe do grau da fungdo escolhido. E interessante
observar que no inicio do periodo ablativo o fenbmeno € fortemente trandente e a

derivada tempord da frente de penetracdo do cdor é variavd, aé atingir um vaor
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congtante, o qua é independente do grau da funcdo. Desta forma, as curvas se tornam
pardédas, eainclinacdo é diretamente proporciona ao fluxo do caor.

De maneira semelhante, na Fig. 19, é apresentado o gréfico da posicdo da frente de
penetracdo do caor, caculado pelo método de andogia eétrica, em funcdo do tempo.
No detalhe pode ser observado o comportamento da curva desde o instante inicid, tg,
até quatro vezes o vaor do ingtante do inicio da ablagéo, t,. Assm como observado na

Fig. 18, os pontos marcados sobre as curvas do detalhe indicam t, para cada um dos

vaores de n, portanto a curva a esquerda do ponto representa o periodo pré-gblativo e

adireita o periodo ablativo.
0.19 d,(in)
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DDB; 0.0164
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0.0124

0.01
0.0081
0.0064
0.0044

0.04

0.027

0.0024
03
I:I I T T T T T
0 1 2 3 4
tempo (s)
Figura 19— Posic¢do da frente de penetragdo do calor em funcéo do tempo cal culado pelo método da
analogia.

Na Fig. 19 observa-se que, da mesma manera que para 0 moddo integrd, tanto
para 0 periodo pré-ablativo quanto para o periodo ablativo, a dependéncia do grau da
funco exige. Também de maneira Smilar, obsarva-se o fendmeno transente ja
descrito para os resultados do método integral.

Porém, na Fig. 20, em que sBo apresentados os graficos das Figs. 18 e 19
sobrepostos, pode-se observar a grande diferenca de resultados entre os métodos. Esta

diferenca explica a diversdade de resultados na distribuicdo de temperaturas observada

na se¢ao 4.5.
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Figura 20— Posicédo da frente de penetragéo do calor em fungéo do tempo cal culado pel os métodos
integral e daanalogia.

E importante ressaltar, como ja foi observado, que a diferenca entre os resultados
paa a andogia détrica e os resultados de Blackwell pode ser minimizado com a
subgtituicdo da Eq. (78) pda Eq. (135) para o clculo do vaor de f . Neste caso, 0s
valores obtidos para todas as expressdes sdo exatamente iguais aos obtidos pelo método
integral para o mesmo valor do grau da funcdo de temperatura

A Fig. 21 agpresenta o grafico da penetracdo relativa, u = d,-d, (ver secéo
3.2.1.2), da frente de ablagdo e da frente de penetracdo do caor em funcéo do tempo
para n = 10. Este gréfico mostra que as velocidades das frentes sdo diferentes no inicio
do processo de ablacdo do sistema de protecdo térmica, até em torno de 1.0 s
caracterizando um periodo transente. A partir de entdo, as frentes s movem numa
mesma velocidade em um regime transtério, ou sga, o0 vador da declividade das duas
frentes de penetracdo é iguamente proporcional a0 valor do fluxo de caor incidente e

das ndo mais se disanciam.
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Figura 21— Posi¢do das frentes de penetracdo do calor e de ablagdo e a posi¢do da penetragéo relativa

em func¢do do tempo cal culadas pelo método integral com n =10.
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5 Conclusbes e Propostas de Desenvolvimentos
Futuros

Neste trabaho foram desenvolvidos dois métodos anditicos, 0 método de andogia
gétrica e 0 méodo de baanco de cdor integral, para a solugdo do problema
unidimensonal de tranderéncia de cdor com ablacdo. O objetivo de td
desenvolvimento era a obtencdo de uma ferramenta de engenharia para projeto de
sSsemas de protecdo térmica do tipo ablativo, a0 nivel de engenharia As solugbes
obtidas foram comparadas com os resultados numéricos obtidos a partir do trabalho de
Blackwell (1988).

O mélodo de andogia €étrica se mostrou preciso quanto a previséo do
comportamento da frente de ablagdo. Quanto a frente de penetracdo do calor no
materid, esta comparacdo ndo foi t&o podtiva, mostrando discrepancias na parte fina
do pefil de temperaturas. Este método € bastante sensivel a escolha da posicdo da
temperatura média. Através da comparacdo entre as equagdes para o caculo do ingtante
de inicio da ablacdo entre os méodos agui gpresentados e a equacdo utilizada por
Blackwell (1988), foi proposta uma correcdo empirica do nodelo, que faz com que as
solugBes encontradas pel os dois métodos tenham o mesmo resultado.

No méodo de baanco integra do cdor, foi proposto um pefil de temperatura
dado por uma funcdo de grau n, a partir da qua foi obtida uma solucdo anditica
fechada para o problema. Essa solugéo apresentou uma concordancia excelente com os
resultados de Blackwell, tanto para a frente de penetracdo do caor, quanto para a frente
de ablaco, assm como para o proprio perfil de temperaturas.

Em ambos os métodos foi doservado que o calculo da posicdo da frente de ablacéo,
para fins de engenharia, independe do grau da funcdo escolhido. JA a posicéo da frente
de penetracdo do calor apresenta uma forte dependéncia do grau desta funcéo.

Deve-se observar que os métodos propostos sdo ambos anditicos enquanto que os
métodos disponiveis na literatura 8o numéricos e exigem um grande nimero de
dementos para captar com precisfo os fendmenos fiscos, normamente envolvendo
ato custo e tempo computaciona. Os métodos desenvolvidos neste trabalho podem ser
facilmente implementados com o uso de softwares de manipulacéo algébrica

As solugbes desenvolvidas para ambos os métodos possibilitam consderar a

hipétese de que o fluxo de cadlor sga varidve com o tempo. Pretende-se, num futuro
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proximo, obter resultados tedricos que possam ser comparados com dados de literatura
obtidos por Zein (1978).

Como pdde ser observado no find do Capitulo 4, a determinacdo do grau da
funcdo que mehor descreve a didribuicdo de temperaturas no materid que sofre
ablacdo em uma das faces esta intimamente relacionada a0 comportamento fisco deste.
A correta determinagéo deste perfil, assm como a verificagdo do comportamento deste
com relacdo a0 tempo, SO sera possivel arraves de testes experimentais. Portanto,
pretende-se, num futuro proximo, desenvolver um trabdho experimenta no
LABSOLAR-NCTS/UFSC, onde materiais ablativos serdo controladamente aquecidos
até atemperatura de ablacdo e seus comportamentos térmicos estudados.

Além disso, propde-se 0 estudo de utilizacdo do método de analogia eétrica para
outras aplicagbes onde exita o fendbmeno de fronteira move, (no presente caso a
fronteira representa a mudanca de fase) de modo a estender 0 uso desse méodo que se
mostrou de grande interesse para projetos preliminares de engenharia.

Outras posshbilidades de desenvolvimento que podem ser aqui relacionadas sfo: a
verificagdo dos resultados agui apresentados para Stuacdo de fluxo de cdor incidente
vaidvd; o desenvolvimento do méodo integrd para propriedades termofisicas
dependentes da temperatura; a utilizacdo destas solugbes como condicdo de fronteira
para méodos computacionais onde exita uma iteracdo térmica fluido-estrutura e se
ainja a temperatura de mudanca de fase da estrutura € comparacdo destes métodos
com outras solugdes e outros problemas de modo a verificar a utilizacdo dos mesmos

em outras Stuagoes.
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Apéndice A — Método de Balango de Calor Integral

75



A listagem gpresentada abaixo foi utilizada no programa de manipulacéo
agébricaMAPLE paraageracdo dos resultados do Méodo de Baanco Integral
apresentados neste trabal ho.

Cabegalho do programa “zerando” as varidvels e chamando a biblioteca de fungdes
gréfices
>restart:with(plots):

Indicacdo da numeracdo das equagdes do método integral :
># Metodo Integral (1);

Indicacdo da numeracdo do periodo pré-ablativo:
># Preé-Ablativo (1);

Equacdo da distribuicéo da temperatura interna durante o periodo pré-ablativo:
>elll: =T=q*(dp-da)/ (k*n)*(dp-x)~n/ (dp-da)*n+To;

Equaco da posicéo da frente de penetracéo do calor durante o periodo pré-ablativo:
>ell2: =dp=dao+sqrt ((dpo-dao)*2+(k*n*(n+l1l)*t)/(rho*cp));

Indicacdo da numeracéo do periodo ablativo:
># Ablativo(2);

Equacéo da ditribuicdo da temperatura interna durante o periodo ablativo:
>el21: =T=(Ta-To) *(dp-x)"*n/ (dp-da)*n+To;

Equacdo da posicéo da frente de penetracéo do calor durante o periodo pré-ablativo:
>el22: =dp=dao+nu*q*(t-ta)/ (rho*l anbda* (nu+l1)) +k*n*( Ta-
To)/ (q*(n+l) *(nu+l)) +((n+l)*(nu+l)-1)/(n+l) *(k*n*( Ta-
To) )/ q*(Lanmbert W - nu/ (nu+1) *exp(-nu/ (nu+l)-(n+1) *q"2*(t -
ta)/ (rho*l anbda*k*n*( Ta- To) *(nu+l)))) +1);

Equacdo da posicdo da frente de ablacéo durante o periodo ablativo:

>el23: =da=dao+nu*q*(t-ta)/ (rho*l anmbda* (nu+l1)) +k*n*( Ta-
To)/ (g*(n+1)*(nu+l))-(k*n*(Ta-To))/ (gq*(n+1l))*(Lanbert W -
nu/ (nu+l) *exp(-nu/ (nu+l)-(n+l)*g"2*(t-

ta)/ (rho*l anbda*k*n*( Ta- To) *(nu+l)))) +1);

Determinacéo do ingtante de inicio da ablacéo:
>el24: =ta=n/(n+l)*k*rho*cp*((Ta-To)/q)"2;

Entrada dos va ores numéricos das constantes (valores iniciais e propriedades

termofisicas):

># Dados Numéri cos

>

k: =0.000036; rho: =120; cp: =0. 3; | anbda: =1000; Ta: =1500; To: =536
; q: =250; nu: =l anbda/ (cp*(Ta-To)) ; dao: =0; dpo: =0;

Obtencdo das equactes numeéricas para a geracéo de graficos.
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># Obtencdo das Equacdes Numeéri cas
Determinacéo do ingtante de inicio da ablagéo:
>al: =el24;

Equacéo da posi¢ao da frente de penetracdo do calor durante o periodo pré-ablativo:
>a3d: =ell?;

Equacéo da posicao da frente de penetracdo do caor durante o periodo ablativo:
>ab: =(subs(al, el22));

Equacdo da posicéo da frente de penetracdo do calor:
>pbl: =dp=pi ecewi se(t<rhs(al),rhs(a3),rhs(ab));

Equacdo da posicéo da frente de ablagcéo durante o periodo ablativo:
>a7:=subs(al, el23);

Equaco da posicéo da frente de ablacéo:
>p3: =da=pi ecewi se(t<rhs(al), dao, rhs(a7));

Equacéo da distribuicdo da temperaturainterna durante o periodo pré-ablativo:
>a9: =subs({a3, da=dao}, elll);

Equacéo da distribuicdo completa da temperatura interna durante o periodo pré-
ablativo:
>p5: =T=pi ecew se(x<rhs(a3),rhs(a9), To);

Equacdo da distribuicdo da temperatura interna durante o periodo ablativo:
>all: =subs({a7, a5}, el2l);

Equacdo da distribuicéo completa da temperaturainterna durante o periodo ablativo:
>pb7: =T=pi ecewi se(x<=rhs(a7), Ta, x>rhs(a7) and
x<rhs(ab),rhs(all), To);

Equacéo da distribuicdo completa da temperatura interna:
>p9: =T=pi ecewi se(t<rhs(a2),rhs(b5),rhs(b7));

Geracéo de gréficos:
># Graficos

Geracdo de gréficos da equacdo da posicéo da frente de penetracdo do calor com grau
(n)de0al0enoperiodode0a4s.:

>

Pp: =pl ot 3d({rhs(bl)}, n=0..10,t=0.. 4, axes=boxed, shadi ng=zhu
e):

Geracdo de gréficos da equacéo da posi¢ao da frente de ablacdo com grau (n) de 0 a 10
enoperiodode0a4s.:
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>
Pa: =pl ot 3d({rhs(b3)},n=0..10,t=0..4, axes=boxed, shadi ng=zhu
e):

Apresentacao de gréficos da equacéo da posicdo da frente de penetracdo do calor eda
posi¢ao da frente de ablacdo com grau (n) de 0 a10 e no periodo de0 a4 s.:
>di spl ay(Pp); display(Pa);

Determinacéo do grau nf, do instante tf e calculo da posicéo xf, que indica a posicéo da
frente de penetracéo do caor para o ingante tf com o grau nf:
>nf:=10;tf:=4; xf:=eval f (subs({t=tf,n=nf},rhs(bl)));

Geracao de graficos da equacdo da distribuico completa da temperaturainternano

intervalo de 0 axf em x e no periodo de 0 atf emt com grau (n) igud anf:

>

PT: =pl ot 3d(subs(n=nf,rhs(b9)), x=0..xf,t=0..tf, axes=boxed, s
hadi ng=zhue):

Apresentacdo de gréficos da equacdo da distribuicdo completa da temperatura interna

no intervalo de 0 axf em x e no periodo de 0 atf emt:
>di spl ay(PT);

78



Apéndice B — Método de Analogia Elétrica
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A listagem gpresentada abaixo foi utilizada no programa de manipulacéo
agébricaMAPLE paraageracdo dos resultados do Méodo de Baanco Integral
apresentados neste trabal ho.

Cabecalho do programa “zerando” as variaveis e chamando a biblioteca de fungfes
gréfices
>restart:with(plots):

Indicacdo da numeracdo das equactes do método integral:
># Anal ogia Elétrica (2);

Indicacdo da numeracdo do periodo pré-ablativo:
># Preé-Ablativo (1);

Equacéo da distribuicdo da temperaturainterna durante o periodo pré-ablativo:
>e211: =T=(T2-To) *(dp-x)*n/ (dp-da)*n+To;

Equaco da posicéo da frente de penetracéo do calor durante o periodo pré-ablativo:
>e212: =dp=dao+sqrt ((dpo-dao)*2+(k*n*t)/ (f*rho*cp));

Equacéo da temperatura da superficie do materia durante o periodo pré-ablativo:
>e213: =T2=g*f*(n+l1l)*(dp-da)/ (k*n)+To; >

Indicacdo da numeracéo do periodo ablativo:
># Ablativo (2);

Equacéo da distribuicdo da temperatura interna durante o periodo ablativo:
>e221: =T=(Ta-To) *(dp-x)*n/ (dp-da)*n+To;

Equacdo da posicéo da frente de penetracao do calor durante o periodo pré-ablativo:
>e222: =dp=dao+nu*q*(t-ta)/ (rho*l anbda*(nu+l)) +k*n*( Ta-
To)/ (q*(n+1)~2*f*(nu+l)) +((n+l1l) *( nu+l) -

1)/ (n+1)~2*(k*n*(Ta-To))/f/ g*(Lanmbert W - nu/ (nu+1) *exp( -

nu/ (nu+l)-f*(n+l)r2*gr2*(t-ta)/ (rho*l anbda*k*n*( Ta-
To)*(nu+l)))) +1);

Equacdo da posi¢éo da frente de ablacéo durante o periodo ablativo:
>e223: =da=dao+nu*q*(t-ta)/ (rho*l anmbda* (nu+l1)) +k*n*( Ta-
To)/ (f*g*(n+1)*2*(nu+l))-(k*n*(Ta-

To))/ (f*g*(n+1)"2)*(Lanmbert W -nu/ (nu+l) *exp(-nu/ (nu+l) -

f*(n+l)~r2xgr2*(t-ta)/ (rho*l ambda*k*n*( Ta- To) *(nu+l)))) +1);

Determinacéo do ingtante de inicio da ablacéo:
>e224: =ta=n/f/(n+l)"2*k*rho*cp*((Ta-To)/q) "2

Determinacdo da posicao da temperatura média:
>e225: =f =1- (n+1) (- 1/ n);
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Entrada dos va ores numéricos das constantes (valores iniciais e propriedades

termofisicas):

># Dados Nuneri cos

>

k: =0.000036; rho: =120; cp: =0. 3; | anbda: =1000; Ta: =1500; To: =536
; 0: =250; nu: =l anbda/ (cp*(Ta-To)) ; dao: =0; dpo: =0;

Obtenc&o das equagdes numéricas para a geracéo de graficos:
># Obtencdo das Equacfes Nunericas

Determinacdo do ingtante de inicio da ablagéo:
>a2: =subs(e225, e224);

Equacéo da posi¢do da frente de penetragdo do calor durante o periodo pré-ablativo:
>a4: =subs(e225, e212);

Equacéo da posicéo da frente de penetragdo do caor durante o periodo ablativo:
>ab6: =subs(e225, subs(az2, e222));

Equaco da posicéo da frente de penetracdo do calor:
>pb2: =dp=pi ecewi se(t<rhs(a2),rhs(a4),rhs(a6));

Equacéo da posicéo da frente de ablacdo durante o periodo ablativo:
>a8: =subs(e225, subs(a2, e223));

Equacdo da posicéo da frente de ablaco:
>b4: =da=pi ecewi se(t<rhs(a2), dao, rhs(a8));

Equacdo da distribuicéo da temperaturainterna durante o periodo pré-ablativo:
>al0: =subs(e225, subs({ a4, da=dao}, subs(e213, e211)));

Equacéo da distribuicdo completa da temperatura interna durante o periodo pré-
ablativo:

>b6: =T=pi ecewi se(x<rhs(a4d),rhs(al0), To);

Equacéo da distribuicdo da temperatura interna durante o periodo ablativo:
>al2: =subs({a6, a8}, e221);

Equacéo da distribuicdo completa da temperatura interna durante o periodo ablativo:
>p8: =T=pi ecewi se(x<=rhs(a8), Ta, x>rhs(a8) and
x<rhs(a6),rhs(al2), To);

Equacéo da distribuicdo completa da temperatura interna:
>pl0: =T=pi ecewi se(t<rhs(a2),rhs(b6),rhs(b8));

Geracéo de gréficos.
># Graficos
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Geracdo de gréficos da equacdo da posicéo da frente de penetracéo do calor com grau
(n)de0al0enoperiodode0a4s.:
>

Pp: =pl ot 3d(rhs(b2),n=0..10,t=0..4, axes=boxed, shadi ng=zhue)

Geracdo de gréficos da equacéo da posicao da frente de ablacéo com grau (n) de 0 a 10
eno periodode0a4s.:
>

Pa: =pl ot 3d(rhs(b4),n=0..10,t=0..4, axes=boxed, shadi ng=zhue)

Apresentacdo de gréficos da equacdo da posi¢ao da frente de penetracdo do calor eda
posicéo da frente de ablacdo com grau (n) de 0 a10 e no periodo deO a4 s.:
>di spl ay(Pp); display(Pa);

Determinacéo do grau nf, do ingtante tf e caculo da posicéo xf, que indica a posicéo da
frente de penetracdo do cdor parao ingante tf com o grau nf:
>nf:=10;tf:=4; xf:=eval f(subs({t=tf,n=nf},rhs(b2)));

Geracao de gréficos da equacdo da distribuico completa da temperatura internano

intervalo de 0 axf em x e no periodo de 0 atf emt com grau (n) igud anf:

>

PT: =pl ot 3d(subs(n=nf, rhs(b10)), x=0..xf,t=0..tf, axes=boxed,
shadi ng=zhue):

Apresentacdo de gréficos da equacdo da distribuicdo completa da temperaturainterna

no intervalo de 0 axf em x e no periodo de 0 atf emt:
>di spl ay(PT);
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ANEXO 1 — Informacg®bes sobre a funcao Lambert W
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