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The ability to analyze a problem involves a
combination of inherent insight and experience.
The former, unfortunately, cannot be learned, but
depends on the individual. However, the latter is
of equal importance, and can be gained with
patient study.

(Vendat S. Arpaci, 1966)






RESUMO

O presente trabalho apresenta o método do balango integral do calor
como uma alternativa interessante para a solu¢do de problemas da
condugdo de calor transiente. Embora o método seja, em sua esséncia,
aproximado, a escolha de parametros corretos permite a sua aplicacdo
em problemas de engenharia diversos, uma vez que apresentam a
mesma ordem de grandeza de precisdo que os métodos classicos, porém
maior facilidade de implementacdo computacional e maior velocidade
de processamento. Desta forma, estes métodos analiticos podem ser
empregados com vantagens para a solu¢do de problemas diversos na
engenharia, como os problemas inversos, onde técnicas numéricas sao
usualmente utilizadas.

Assim, neste trabalho ¢ desenvolvido um conjunto de solugdes inéditas
do problema de condugfo de calor unidimensional a partir do método do
balan¢o integral do calor, o qual foi modificado e teve seus pardmetros
devidamente ajustados. Estas solugdes sdo comparadas favoravelmente
com solucdes classicas. Uma dessas solugdes ¢ utilizada como solugio
direta em um problema de condugdo de calor inverso em um problema
teorico selecionado obtendo bons resultados.

Palavras-chave: Conducdo de Calor. Método Integral. Problema
Inverso.






ABSTRACT

This paper presents the heat balance method as an interesting alternative
for transient heat conduction problem solving. Although the method is,
in its essence, approximate, the correct choice of parameters allows its
application in a wide range of engineering problems, since they have the
same precision order of magnitude as conventional methods, but easier
computational implementation and faster processing speed. Thus, these
analytical methods can be used with advantage, when solving several
engineering problems, such as inverse problems, where numerical
techniques are usually applied.

In this work, a group of new solutions for the one-dimensional heat
conduction problem is developed from the heat balance method, which
was modified, and its parameters were adjusted accordingly. These
solutions are compared favorably with conventional solutions. One of
these solutions is used as a direct solution for an inverse heat conduction
problem in a selected theoretical problem, obtaining good results.

Keywords : Heat Conduction. Integral Method. Inverse Problems.
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1 INTRODUCAO

A conducdo de calor ¢ um fendémeno muito importante para todas
as engenharias de um modo geral, especialmente devido ao amplo
espectro de aplicagdes que essa area do conhecimento acaba por
abordar. Devido ao interesse pratico do assunto, este vem sendo
estudado ha muito tempo, especialmente no que diz respeito aos
métodos matematicos que tém sido desenvolvidos para ajudar a entender
e a predizer o comportamento térmico de diferentes materiais.

Dentre esses métodos, alguns, devido a capacidade comprovada
de uso, sdo considerados classicos e podem ser facilmente encontrados
em diversos livros-texto como, por exemplo, Carslaw e Jaeger (1959) e
Ozisik (1993). Alguns desses métodos classicos sdo considerados
exatos, tais como separagdo de variaveis e transformada de Laplace,
onde se soluciona a equagfo diferencial parcial que modela o fenémeno;
enquanto outros, como as técnicas variacionais e os métodos integrais,
sdo considerados aproximados, por apresentarem uma diferenca em
relacdo a solucdo exata esperada. Entretanto, os métodos aproximados
se apresentam como ferramentas essenciais para a engenharia por serem,
na maioria das vezes, mais simples ¢ mais rapidos do que os exatos.
Além disso, os erros existentes nas solugcdes aproximadas muitas vezes
se encontram dentro das possibilidades das aplicagdes em engenharia.

O Laboratorio de Tubos de Calor (Labtucal) vem atuando ha
muitos anos em pesquisa e desenvolvimento de projetos de solucdes de
engenharia térmica e, muitas vezes, necessita recorrer ao
desenvolvimento de modelos matematicos para fins especificos, bem
como se utilizar de métodos aproximados para obtengdo de solugdes
rapidas. O Método do Balango Integral do Calor (Heat Balance Integral
Method), chamado de HBIM de agora em diante, foi empregado como
técnica aproximada por diversas vezes. Na presente tese, foram
parcialmente preenchidas lacunas da literatura dentro do espectro de
possiveis combinagdes de condigdes de contorno para o problema basico
de conducdo de calor unidimensional, tanto na situa¢do de sélido semi-
infinito quanto na de sdlido finito.

Assim, o objetivo principal da presente tese € fornecer um
conjunto de solu¢des inéditas para o problema de conducdo de calor
unidimensional, baseado em um aprimoramento do HBIM, onde as
condigdes de contorno possuam variagdo temporal.

Para comparagdo com as solu¢des desenvolvidas, foram obtidas
solucdes utilizando-se as técnicas de separacdo de variaveis e de
transformagdo de Laplace também com condigdes de contorno variaveis



no tempo. Essas solugdes sdo consideradas contribuigdes originais ao
estado da arte pois na literatura (Carslaw & Jaeger, 1959; Arpaci, 1966;
Luikov, 1968; Ozisik, 1993).

Uma vez checada a acuracia das solugdes HBIM desenvolvidas,
uma delas ¢ utilizada pela primeira vez na literatura, para uma aplicagéo
de conducdo de calor inversa.

Métodos diretos adequados para aplicagdes em engenharia e em
problemas inversos devem ser precisos, simples de serem
implementados e consumir pequeno tempo de processamento
computacional. A solugdo de problemas de conducdo de calor
unidimensionais a partir do HBIM atende a estas exigéncias.

Para fins de teste, foi desenvolvido e implementado um algoritmo
baseado na solugdo por HBIM para, a partir de temperaturas geradas
artificialmente, reconstruir as condicdes de contorno que originaram
estas temperaturas.

1.1  CONTRIBUICOES PRINCIPAIS

A principal contribui¢do deste trabalho é o desenvolvimento de
um conjunto de novas solugdes para o problema de condugéo de calor
unidimensional através de um aprimoramento do HBIM. A partir desse
novo conjunto de solugdes, uma nova abordagem para o problema de
condugdo de calor inverso € proposta e implementada para a solugdo de
um caso tedrico.

1.2 CONTRIBUICOES SECUNDARIAS

Dentre as contribuicdes secundarias deste trabalho deve-se
ressaltar uma nova visao global das solu¢cdes matematicas obtidas pelos
métodos analiticos, cujos parametros sdo descritos a partir de poucos
grupos adimensionais, de forma que o conjunto das solugdes de
condugdo de calor unidimensional de um solido sujeito a todas as
combina¢des de condi¢des de contorno resultam em um ndamero
reduzido de expressdes matematicas. Essa nova visdo justifica os
caminhos adotados no desenvolvimento do HBIM e mostra a conexéo
existente entre os diversos métodos que, usualmente, sdo tratados de
forma isolada.



1.3 ORGANIZAGCAO DO TRABALHO

O documento esta organizado em seis capitulos principais. O
Capitulo 2 apresenta uma revisdo bibliografica sobre o tema condugio
de calor, descrevendo algumas das técnicas analiticas disponiveis na
literatura usadas para a solugdo do problema direto e inverso. No
Capitulo 3 sao apresentadas a modelagem fisica e matematica adotada
nesta tese bem como os desenvolvimentos das solu¢des para o problema
direto através do uso de trés métodos: Transformada de Laplace,
Separacdo de Varidveis e o HBIM modificado, proposto no presente
trabalho. No Capitulo 4 ¢ feita uma andlise comparativa entre as
solucdes obtidas pelos trés métodos. J& no Capitulo 5, um problema
direto ¢ escolhido e empregado para a determinag@o dos fluxos de calor
superficial de um problema tedrico, demonstrando a robustez do HBIM
na solucdo de problemas inversos. Finalmente, no Capitulo 6, sfo
apresentadas as conclusdes do presente trabalho e sugestdes para
trabalhos futuros.






2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sera apresentada uma revisdo bibliografica dos
diversos temas abordados no presente trabalho de tese. De uma maneira
geral, estes temas podem ser divididos como: breve historico da
abordagem destes problemas, fenomenologia ¢ métodos para a solugéo
de problemas de condugdo de calor, tanto na sua forma direta quanto
inversa.

2.1 HISTORICO DA CONDUCAO DE CALOR

Conforme  Truesdell (1980) varios especialistas em
termodindmica ja expressaram surpresa pelo fato de que a teoria de
condugdo de calor, conforme apresentada por Fourier, s6 foi apresentada
uma centena de anos apoés a teoria da elasticidade e cinqiienta anos apos
a teoria da hidrodinamica, sendo que estas tUltimas teorias apresentam
maior complexidade e dificuldade de compreensdo tanto pela sua
natureza, quanto pelos conceitos envolvidos. Fourier (1822) deixa claro
em seu trabalho, que o seu equacionamento da transferéncia de calor foi
estabelecido baseado no modelo hidrodindmico de Euler. Na realidade, a
conducdo de calor ndo era reconhecida como modo de transferéncia de
calor, at¢ ser distinguida da radiacdo de calor pelas pesquisas
experimentais de Ingen-Housz, Leslie e Rumford, todas datadas do final
do século dezoito (Truesdell, 1980). O primeiro experimento
quantitativo, realizado por Despretz, s6 foi publicado apos o tratado de
Fourier. Truesdell (1980) observa que, ao que parece, anteriormente ao
trabalho de Fourier, os experimentalistas ndo tinham uma base clara
para interpretar e apresentar suas observagoes.

O trabalho de Leslie, de acordo com Truesdell (1980), ¢
particularmente confuso. Leslie apresenta sua interpretagdo sobre calor
em um amontoado de calculos dificeis, irrelevantes e inexplicaveis. A
teoria de Leslie, bem como teorias anteriores sobre o calor, usa em seus
desenvolvimentos entidades tais como vazios, vortices ou, até em alguns
casos, anjos. Essas teorias, ao que se entende hoje, ndo pertencem ao
campo da fisica e devem ser levadas em consideracdo por seu aspecto
histérico como filosofia especulativa.

Assim, Truesdell (1980) apresenta Lambert, Laplace e Fourier
como os primeiros a publicarem algum tratamento matematico sobre o
assunto, uma vez que estes foram os primeiros a tratar sobre calorimetria
ou condugdo de calor de uma forma suficientemente solida, de forma
que pudesse ser confirmada ou refutada por experimentos. Destes, o



primeiro pesquisador a relatar uma tentativa de medigdo precisa da
condugdo de calor foi Lambert em Pyrimetrie de 1779. Ele considerou
uma barra longa sem isolamento, suspensa por finos fios, e com uma das
extremidades sobre uma chama. No seu registro do experimento,
Lambert escreveu, em termos modernos, que o calor se propagava
dentro do material a0 mesmo tempo em que era perdido para o ar. Além
disto, se a chama fosse mantida por tempo suficientemente longo, toda a
barra teria sido aquecida e somente uma quantidade de calor igual a
perdida para o ar seria reposta. Mach, citado no trabalho de Truesdell
(1980), comenta que a andlise de Lambert ndo exibe uma clara
correspondéncia entre a matematica com a descricdo fisica do problema.
Além disso, Lambert relaciona o calor y como uma func¢do apenas da
posicdo x através da expressao:

dy.y=dx: F (2.1)

Sem qualquer razdo aparente, este autor assume F constante. A partir
desta expressdo, ele conclui que a y(x) pode ser representada por uma
fungdo logaritmica, i.e,

y(x)=y(0)e/" (2.2)

A partir destas observagoes, Lambert analisa os experimentos de
Newton ¢ de Amontons e ndo encontra grandes divergéncias entre os
mesmos e o experimento realizado por ele mesmo. Essas comparagdes
mostram que Lambert interpretou o calor y como sendo a temperatura e,
a partir deste trabalho, a expressdo logaritmica foi considerada boa para
a descri¢do do problema de condugdo (Truesdell, 1980).

O proximo passo na evolugdo do estudo de conducdo, de acordo
com Truesdell (1980), foi dado por Biot em 1804 que, em novos
experimentos, reafirmou a caracteristica logaritmica observada por
Lambert do fendmeno de condugdo do calor. Biot, conforme reportado
por Truesdell (1980), expressou em seu texto a condugdo de calor da
seguinte forma:

“. cada ponto da barra recebe algum calor do
ponto que o antecede e entrega uma porgdo deste
para o que o procede. A diferenca ¢ o que se
armazena, que ¢ proporcional a distancia do ponto
ao forno, e asua perda para o ar se da por contato
como fluido bem como por radiacdo.”

[T.A. - tradug@o livre do autor].



Com isso em mente, considerando-se o conhecimento existente
no periodo, descreve-se que, no estado de equilibrio quando a
temperatura da barra se torna estavel, o calor que cada ponto da barra
recebe em virtude da sua posigdo ¢é igual & quantidade que ¢ perdida por
convecgdo e radiagdo, uma perda proporcional a sua temperatura. Essa
condigdo quando descrita em forma matematica se apresenta como uma
equagdo diferencial de segunda ordem entre duas variaveis: o aumento
da temperatura em cada ponto e a distancia do ponto a fonte de calor
constante. A equagdo ¢ linear, com coeficientes constantes e poderia ser
integrada pelos métodos conhecidos na época.

De maneira similar, no caso de regime transiente, quando a
temperatura da barra se altera a cada instante, a quantidade de calor
recebida em cada ponto devido a sua posicdo, menos a quantidade
perdida por radiagdo e por contato com o ar, ¢ igual & quantidade pela
qual a temperatura varia no mesmo intervalo. Essa situacdo, na qual
mais uma variavel — tempo — se insere no problema, se apresenta
matematicamente como uma equagdo diferencial parcial de segunda
ordem que contém, implicitamente, a primeira equagao.

Biot, de acordo com Truesdell (1980), partindo destes trabalhos,
analisa apenas uma situagdo baseada no trabalho de Lambert. Essa
andlise o leva a escrever:

“A equacdo diferencial relatada aqui contém em
sua integragdo duas constantes arbitrarias
multiplicando duas exponenciais, e no interior da
exponencial outra constante nfo arbitraria que
depende da razio entre a condutividade ¢ a
radiagdo.” [TA.].

Dessas passagens, acredita-se que Biot estivesse se referindo a
equagdo em regime permanente no formato

K d’6
n =0 (2.3)

dx?

Onde K ¢ a condutividade térmica, s é o coeficiente de calor radiativo e
0 é o acréscimo de temperatura. Equagdo que tem como solugao



0=Aexp —\/%x + Bexp \/%x (2.4)

Biot aparentemente resolveu o problema por si, mas ndo ¢
encontrada, conforme Truesdell (1980), nenhuma referéncia de Biot que
apresente o equacionamento do problema referido até uma publicacdo,
12 anos apés essa primeira, em 1816. Em uma nota de rodapé desse
ultimo trabalho, Biot justifica-se por apresentar no primeiro trabalho
apenas a estrutura da solugdo do problema sem o devido
desenvolvimento por ndo estar satisfeito, na época, com o tratamento
que havia dado a questdo da homogenidade. Este autor s6 ficou
satisfeito quando adotou a hipotese de Laplace, que assume que um
ponto particular ¢ influenciado ndo somente por aqueles pontos em que
mantém contato direto, mas também com uma pequena regido ao seu
redor, o que hoje chamamos de volume de controle. Na verdade a
hipotese de Laplace pode ser entendia como um “novo” conceito de
transferéncia de calor em relagdo ao pensamento da época calcado na lei
de resfriamento de Newton, que tinha Biot como um dos defensores. O
amago da hipotese de Laplace é que a condugdo se d4 ndo como
resposta a diferencas de temperatura de um corpo seccionado em
pedacos materiais, conforme a abordagem que era feita pelos seguidores
da lei de resfriamento, mas sim a gradientes de temperatura existentes
dentro de um corpo indivisivel.

Truesdell (1980) observa que Biot ndo faz referéncia a quando
Laplace teria revelado para ele a questdo da homogeneidade. Se a data
for anterior a 1804, entdo muito do crédito dado a Fourier pela a analise
fisica da teoria de calor deveria ser dividido com Laplace e Biot. De
qualquer modo, Truesdell (1980) analisa que os trabalhos anteriores a
1808 de Fourier indicam que o mesmo deve ter tido acesso e se
apropriado das equagdes de Biot sem um completo entendimento dos
conceitos fisicos nos quais as mesmas se baseavam. Entretanto,
estranhamente, nem Laplace nem Biot fizeram novas publicacdes sobre
condugdo de calor nos anos seguintes. Ja Fourier publicou, em 1822, o
famoso Théorie analytique de la chaleur cujos principais resultados ja
haviam sido apresentados a partir de 1808.

Truesdell (1980) ressalta que Fourier acredita que seus principios
basicos, apresentados no Analytical, ndo sdo apenas finais e exatos, mas
também completos. Logo, para aplicar esses principios em problemas
especificos devem ser especificadas condi¢des iniciais e de contornos



apropriadas, bem como usar-se valores corretos para condutividade e
calor especifico dos corpos envolvidos, sendo que os experimentos
devem ser orientados para obten¢do dessas condi¢des e pardmetros.

Entretanto, conforme Truesdell (1980) apresenta, havia-se o
costume, a mais de um século antes do trabalho de Fourier, de se
calcular a velocidade de propagacdo de uma pequena perturbagdo e
tentar comparar os valores calculados com os experimentais. De acordo
com a teoria de Fourier, as diferencas de temperatura sfo
instantaneamente difundidas por distancias infinitas. Embora esse fato
possa ser observado em varias solugdes apresentadas por Fourier para
casos especificos, ele ndo faz mengdo sobre isso, ndo hd em seu texto
qualquer men¢do de explicar ou justificar essa conseqiiéncia,
fisicamente implausivel, da sua teoria. Atualmente essa caracteristica ¢
vista por alguns como uma falha maior ou mesmo como um paradoxo da
teoria, mas, na verdade, essa € apenas uma limitacdo do modelo, como
serd mais detalhadamente explicado no final desta sec@o.

Mas, independente disso, é inegavel a contribui¢do de Fourier
para a area de condugdo de calor através do principio da conservagdo do
calor, que ndo ¢é claramente exposto no seu texto embora seja muitas
vezes utilizado. Fourier escreveu:

“.se no interior do so6lido um elemento de
qualquer forma é concebido, a quantidade de calor
que penetra nesse poliedro através de suas faces
compensa cada uma reciprocamente. Mais
exatamente, o somatorio dos termos de primeira
ordem que entram na expressdo dessas
quantidades de calor recebidas pelo elemento ¢
zero, portanto o calor que nele se acumula causa
uma variagdo de temperatura que pode ser
expressa apenas por termos infinitesimalmente
menores que aqueles de primeira ordem.” [T.A]

Esse trecho pode ser compreendido, matematicamente, pela
expressao

00
Q—J/JCEdV (2.5)

Onde Q ¢é o calor, p ¢ a densidade do corpo, € € o acréscimo de
temperatura, C é a “capacidade especifica de calor”, que mais
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modernamente ¢ chamado de calor especifico e ¢ representa o tempo.
Conforme Truesdell (1980), Fourier entendia C como um parametro do
material, o que seria considerado atualmente como um coeficiente
constitutivo, ¢ com exce¢do de uma Unica passagem, ¢ considerado
como constante em todo o trabalho de Fourier.

Para obter outra forma para a mesma expressao, Truesdell (1980)
indica que Fourier calculou o balango de fluxo de calor ao redor do
elemento. Ele apresentou esse balango em trés diferentes situagdes, de
formas muito similares em cada uma delas. O texto apresentado tem
como equivalente matematico a expressao

0= Idiv(Kgrad@)dV (2.6)

onde K ¢ a “condutividade especifica” do corpo, ou mais modernamente
apenas condutividade. Comparando-se as duas expressdes tem-se a
formulagdo comumente conhecida na literatura

pC% = div(KgradH) 2.7

Para a obtengdo de uma solugdo da equagdo diferencial
apresentada é necessaria a condigdo de contorno que Fourier expressa de
uma forma geral como sendo

Kn-grad49+h(l9—9a):0 (2.8)

onde n ¢ o vetor normal unitdrio com orientagdo para fora do volume
delimitado pela superficie de contorno, 6, € a temperatura do ar
ambiente ao corpo ¢ / ¢ denominado por Fourier como “condutividade
superficial” do corpo no ambiente em especifico. Mais modernamente o
h ¢ chamado de coeficiente de troca convectiva, mas na época de
Fourier o fendmeno de convecc¢do ndo era, ainda, dissociado da
radiagao.

Assim, a formulacdo final de Fourier necessita de trés
coeficientes materiais para representar os mais variados materiais,
superficies de contorno e ambientes: pC, K e k. Eles eram, conforme
Fourier:



11

“magnitudes cuja variagdo dependem da
temperatura e estado do como. Entretanto, em
aplicagdes de questdes naturais de grande
interesse, esses coeficientes podem ser
considerados constantes.” [T.A.]

O restante do Analytical trata de questdes de pura andlise no que
diz respeito a solu¢do do problema posto de condug¢do com o uso da
técnica de separacdo de varidveis que serd apresentado a posteriori.
Entdo, a partir do que foi apresentado por Fourier, durante muito tempo
pouco foi feito no que diz respeito da teoria de conducdo de calor
embora muito trabalho tenha sido feito para um melhor entendimento da
formas de transmissdo do calor em niveis microscopio e eletronico e,
consequentemente, na obtencdo dos valores mais apropriados para os
coeficientes propostos por Fourier.

Somente com o advento do laser, das nanotecnologias e com uma
maior sofisticagdo dos equipamentos de medigdo é que os pesquisadores
puderam questionar o paradoxo da teoria de Fourier a partir de dados
experimentais. Isto porque, embora a teoria funcione muito bem com a
grande maioria dos problemas usualmente encontrados na area térmica,
ela comega a apresentar discordincias com os resultados dos
experimentos que envolvam tempos muito pequenos, altos gradientes ou
temperaturas proximas ao zero absoluto. Ozisik e Tzou (1994) reportam
que isso se deve ao fato de que, nestas condigdes, o tempo necessario
para que o sistema observado chegue ao equilibrio termodindmico é
maior que o tempo de observacdo dos fendmenos de interesse. Assim,
Ozisik e Tzou (1994) indicam que a lei de Fourier apresenta maiores
discrepancias em comparacdo a resultados experimentais para as
situagdes que se afastem da condicdo de equilibrio termodinamico local
instantaneo. Para essa classe de problemas, Wang et al. (2008) apresenta
que algumas adaptagdes a teoria de Fourier foram propostas das quais as
de Cattaneo e de Vernotte, ambas de 1958, sdo as mais aceitas, mas ndo
as unicas. Hoje, o desenvolvimento dos modelos chamados ndo-Fourier
se apresenta como a fronteira do conhecimento de condugfo de calor no
mundo.

2.2 FISICA DA CONDUCAO DE CALOR

Fisicamente a condugdo de calor pode ser definida como a
transferéncia do calor de uma parte de um corpo com temperatura mais
elevada para outra parte do mesmo corpo a uma temperatura mais baixa.
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Esse mecanismo, que ocorre no nivel molecular, envolve varios
fendomenos que sdo determinados, em especial, pelo estado fisico e
estrutura do meio analisado.

A conducdo de calor em gases e vapores depende principalmente
da transferéncia molecular da energia cinética presente na quantidade de
movimento da molécula. Isto é, a condu¢do de calor nesses casos € a
transmissdo da energia cinética das moléculas mais ativas, localizadas
nas regides de alta temperatura, para moléculas em regides de menor
energia cinética, através de sucessivas colisdes. De acordo com a teoria
cinética dos gases, a temperatura de um elemento de gas é proporcional
a energia cinética média das suas moléculas constituintes. Claramente,
quanto mais rapido as moléculas se movem, mais rapidamente vao
transferir energia. Em liquidos, as moléculas estdo espacialmente mais
proximas do que nos gases e entdo o campo de forca molecular exerce
uma grande influéncia na troca de energia durante as colisdes
moleculares. Devido a isso, os liquidos conduzem melhor o calor do que
0S gases.

Materiais so6lidos podem ter estruturas cristalinas (tal como o
quartzo), podem estar em estado solido amorfo (tal como o vidro),
podem apresentar como estrutura uma a mistura das duas estruturas ou
pode ter uma estrutura porosa, onde ar ou outros gases se alojam em
seus poros.

No caso de sélidos cristalinos, em especial o cristalino metélico, a
teoria eletronica prova que o calor é conduzido por dois mecanismos.
Sdo eles: a vibragdo da rede (lattice), cujos pacotes de energia sdo
chamados de phonons, e o movimento de conducdo eletroénica (ou por
elétrons). Os dois mecanismos ocorrem de maneira paralela e sfo
praticamente independentes. Desta forma as suas contribuigdes para a
condugdo de calor podem ser somadas. De maneira geral, nos metais, o
termo eletronico domina e a capacidade de conducdo é limitada pelo
processo de dispersdo de phonons e elétrons. Essa dispersdo ocorre
devido as interagdes phonon-phonon e elétron-phonon. Alguma
dispers@o também ocorre nas fronteiras do cristal, em falhas da estrutura
cristalina (por exemplo, um deslocamento da estrutura) e atomos
incrustados na rede, tais como impurezas e componentes de liga.

Para os soélidos amorfos a condugdo de calor depende do
transporte de energia molecular. Entdo a capacidade de condug@o desses
solidos ¢ da mesma ordem de magnitude da observada nos liquidos. Isto
¢, s6lidos amorficos conduzem o calor menos eficientemente que sdlidos
que possuem estrutura cristalina.
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Solidos que possuem poros preenchidos por gases apresentam
menor capacidade de condugdo térmica comparados com materiais nao
porosos mais densos. Em geral, essa capacidade aumenta com a
densidade, assim como também aumenta com a presenca de umidade. A
umidade em solidos representa um problema especial na presenca de
gradientes de temperatura. Geralmente, a umidade migra das regides
mais frias, mudando as caracteristicas do material e, em alguns casos,
causando danos ao material ou a alguma estrutura no entorno. Em
densidades muito baixas o espago de gas pode ser tdo grande que um
escoamento convectivo interno pode aparecer. Esse escoamento por sua
vez resulta em aumento da transferéncia de calor. Em materiais celulares
ou porosos, a radiacdo interna também pode ser importante.

Macroscopicamente o fluxo de calor de uma regido a outra do
solido ¢ proporcional ao gradiente de temperatura existente entre as
regides. A constante de proporcionalidade dessa relacdo ¢é a
condutividade.

A condutividade é definida, conforme Kakac (1993), como uma
propriedade termofisica do material que pode ser interpretada como a
taxa de transferéncia de calor que atravessa uma unidade de area, por
uma unidade de comprimento, por unidade de diferenca de temperatura.
A magnitude da condutividade térmica apresenta uma grande faixa de
variagdo, para diferentes materiais; por exemplo, de 0.0152 [W m™” K]
para dioxido de carbono até 429 para prata pura, ambos para uma
temperatura de 300K. A Fig. 2-1 (Kakag, 1993) apresenta a faixa da
condutividade térmica de varias substancias a temperaturas e pressoes
usuais.

A condutividade térmica dos materiais depende de aspectos
microscopicos, tais como a sua composi¢do quimica, estrutura fisica e
estado. Ela também varia com a temperatura e pressdo as quais o
material estda submetido. Na maioria dos casos, entretanto, a
condutividade térmica é muito menos dependente da pressdo do que da
temperatura, ent3o essa dependéncia da pressdo pode ser negligenciada e
a condutividade pode ser tabulada como fungdo apenas da temperatura.
A Fig. 2-2 obtida de Kakag (1993) apresenta a condutividade em fungio
da temperatura para varias substincias. Entretanto, a varia¢do da
condutividade térmica com a temperatura pode ser desconsiderada,
quando a faixa de temperatura ndo ¢ muito ampla ou a dependéncia da
propriedade com a temperatura ndo ¢ muito severa.



14

Plastics Oxides
Nonmetallic solids

Foams Fibers Nickel Aluminum
Insulating
materials ﬂ-l Alloys l
Qils Water - Mercury Sodium
|_Nonmetallici Liquid *I
liquids metals
co, H Zinc Silver
|»Gases~—| l—— Pure metals—-|
1 1 1 1 L 1
0.01 0.1 1 10 100 1000

Thermal conductivity k, W/(m-K)

Figura 2-1 — Faixas de condutividade térmica de varias substancias em
temperaturas e pressdes usuais. (Kakag, 1993)
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2.3 MATEMATICA DA CONDUGCAO DE CALOR

A descrigdo matematica da condugdo de calor, conforme
apresentado na Sec¢do 2.1, deve o seu equacionamento a Fourier.
Entretanto, modernamente, a deriva¢do da equagdo de condugdo de calor
¢ apresentada de forma diferente aquela original de Fourier.

Partindo de um volume de controle elementar bidimensional (um
quadrado, por simplicidade), faz-se um balango da quantidade de calor
que entra ou sai em cada uma das faces, conforme o esbogo apresentado

n ”
na Fig. 2-3 onde 9. ¢ o calor que entra pela superficie x, 9x+ar é 0

14
calor que sai pela superficie x+Ax, 9» ¢é o calor que entra pela

superficie y, g, ,, € o calor que sai pela superficie y+Ay e O ¢o

calor armazenado no volume de controle de dimensao 4x por Ay.

"
] qy+Ay

~ q,rJr Ax
Ax

] q

Figura 2-3 — Balango de energia emum volume de controle elementar.

Fazendo-se o somatério dos fluxos de calor multiplicados pelo
comprimento da sec¢do transversal que o mesmo atravessa t€ém-se

QAxAy=(qZ —qu)AH(q)”, —q;Ay)Ay (2.9)

Dividindo-se a Eq. 2.9 pela area do volume de controle e
calculando o limite da expressdo para uma area infinitesimal obtém-se

~ aq" aq;
=_x+
& ox "oy (2.10)
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Aplicando-se a equacdo constitutiva, também conhecida como
Lei de Fourier, dada por:

g =—k— 2.11)

", . ~ , .. , .
onde ¢, é o fluxo de calor na direcdo n, k é a condutividade térmicae T
¢ a temperatura, na Eq. 2.10. A mesma pode ser reescrita na forma:

~ o (. er) o or
=k — |+ —|k—
0 [ ]+6y[ ay] (2.12)

Da termodindmica tém-se a relagdo do calor acumulado em um
corpo como sendo:

A orT
= C R —
O=pcy Y (2.13)

onde p ¢ a densidade e cp ¢ a capacidade calorifica a pressdo constante.
Inserindo a Eq. 2.13 na Eq. 2.12 tem-se:

orT o (,0T) o (,0T
pep—=—/|k— [+—| k— (2.14)
ot o0x\ 0x) Oy\ Oy

que ¢ a equacdo bidimensional transiente da conservacdo da energia
térmica de um soélido, também chamada de equagdo de difusdo térmica
ou equagdo de condugdo.

Para a solucao dessa equagdo é necessario conhecer a distribui¢do
de temperatura inicial e as condicdes de contorno que o solido esta
submetido.

2.3.1 Condicoes de contorno

As condigdes de contorno sdo descri¢oes fisico-matematicas dos
fendmenos que acontecem proximos as superficies do sélido. Elas
podem, no caso de condugdo, ser de trés tipos: temperatura prescrita,
fluxo prescrito e convecgao.
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2.3.1.1 Temperatura prescrita

Fisicamente é a condigdo na qual a temperatura de superficie da
face assume um valor pré-determinado, podendo esse valor ser constante
ou variavel no tempo. Fisicamente, o caso de temperatura prescrita
constante pode ser obtido através do contato de um segundo material na
temperatura de mudanga de fase com o objeto em estudo. Assim, a
temperatura de interface entre os dois materiais pode ser considerada
constante enquanto ocorre a mudanca de fase do segundo material. No
caso de temperatura variavel no tempo pode-se apenas monitorar a
temperatura de superficie do solido e utilizar esse histérico para
alimentar o problema. Normalmente pode ser descrita matematicamente
na forma

T=T,(t) (2.15)

onde 7,(z) ¢ a fun¢do da temperatura da superficie de interesse
dependente do tempo.

2.3.1.2  Fluxo prescrito

Fluxo prescrito é a condigdo de contorno no qual o calor trocado
entre 0 material e 0 meio assume um valor pré-determinado; essa
quantidade pode ser constante ou varidvel em fungdo do tempo. O caso
de fluxo prescrito pode ser obtido experimentalmente através de
radiagdo de uma fonte conhecida e controlavel em ambiente de vacuo.
Para o caso de fluxo varidvel desconhecido, uma possibilidade ¢ a
construcdo e instalagdo de fluximetro na superficie da amostra. O
resultado do histérico do fluximetro pode ser utilizado para a resolugdo
do problema. A condicdo de fluxo prescrito ¢é representada
matematicamente na forma

or
k(s
- qy () (2.16)

onde ¢/(7) ¢ a funcdo do fluxo prescrito na superficie de interesse
dependente do tempo. O gradiente da temperatura ¢ multiplicado pela
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condutividade, conforme a lei de Fourier, e o sinal negativo indica que
fluxo de calor positivo segue a convencao apresentada na Fig. 2-3.

2.3.1.3 Convec¢ao

Conveccdo ¢ a condicdo de contorno em que a quantidade de
calor trocado entre o material ¢ um meio fluido depende das
caracteristicas, movimentagdo e temperatura do fluido, ndo podendo ser
pré-estabelecido. Essa condicdo de contorno ¢ descrita pela lei de
resfriamento de Newton, que diz que o calor que absorvido ou perdido
por um corpo sélido ¢ proporcional a diferenca de temperatura entre o
solido e o fluido que estd em contato ou, matematicamente:

oT
—k—=h(T,-T) (2.17)
on

onde / ¢ a constante de proporcionalidade chamada de coeficiente de
convecgdo. O valor desse coeficiente varia em varias ordens de grandeza
dependendo da situacdo e, muitas vezes, a sua determinacdo ¢ um objeto
de pesquisas e debates.

Por possuir o termo da derivada da temperatura, bem como o da
temperatura em sua representacdo matematica, a condicdo de contorno
de convec¢do também ¢ chamada de condi¢do mista.

2.3.1.4 Global

Baseado na organizagdo das condi¢des de contorno propostas por
Beck et al. (1992), o presente trabalho apresenta o que serd denominada
de condicdo de contorno global. Desta forma as trés condi¢des de
contorno anteriormente mostradas podem ser matematicamente
condensadas em uma tnica condi¢do, na forma:

orT
—K~——+BT =
on S (2.18)

Para reproduzir as trés condigdes anteriormente descritas, os trés
parametros ( K, B ef') assumem os valores apresentados na Tabela 2-1.

No presente trabalho a condi¢do de contorno global serda usada
sempre que possivel para obter uma maior generalidade nas solugdes.
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Tabela 2-1 — Composigao das condigdes de contomo a partir da condigdo

Global
. or
Condigao K | B | 7K5+BT=f
Temperatura | 0 | 1 TP(t) T=TP(I)
orT
Fluxo K |0 |qgp(2) —k—=q} ()
on
oT
Conveccao K |h | AT, | —k—+hT=hT,
n

2.3.2 Adimensionalizacido

Muitas vezes, por praticidade na obtengdo e/ou comparagdo de
resultados, ¢ interessante adimensionalizar as varidveis com que se
trabalha. No caso da conducdo de calor ndo ¢ diferente, porém existem
muitas formas de adimensionalizacdo na literatura, cada uma dessas
aplicadas a diferentes situagdes.

2.3.2.1 Temperatura

A adimensionalizagdo da temperatura é a que mais possui
variacdes. A mais comum é:

T-T
0, =—2 2.19
"or,-T, (2.19)

onde 6 ¢ a temperatura adimensionalizada, Ty é a temperatura inicial e
Ty é uma temperatura de referéncia escolhida arbitrariamente. Em
problemas envolvendo convec¢do costuma-se fazer a temperatura do
fluido, T.,, como sendo o valor de referéncia, assim como em problemas
de mudanca de fase, usa-se a temperatura de mudanga de fase como a
referéncia.
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Outra forma de adimensionalizagdo também encontrada é:

dinkl (2.20)
Y oan Lk '
onde g, ¢é um fluxo de referéncia escolhido arbitrariamente, L é um
comprimento caracteristico e £ a condutividade térmica.

No caso de propriedades térmicas variando com a temperatura,
um artificio é adimensionalizar a temperatura através da integragdo da
propriedade. Por exemplo, no caso da condutividade dependente da
temperatura, define-se:

Op =1———— (2.21)

onde k(T) ¢ a condutividade em funcdo da temperatura. Assim, a
variagdo da condutividade ¢ incorporada na temperatura do problema e,
caso a natureza do problema permita, pode ser obtida uma solugdo em
forma analitica.

2.3.2.2  Fluxo

A variavel de fluxo pode ser adimensionalizada pelas expressdes

"

_ q
ou
q”
q = ” 223
e qr ( )

onde Q ¢ o fluxo de calor adimensionalizado.

2.3.2.3 Posigao
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A variavel de posigdo x ¢ adimensionalizada na forma
x=x/L (2.24)
onde L é um comprimento caracteristico escolhido.

2.3.2.4 Tempo

A variavel temporal ¢ ¢ adimensionalizada na forma do numero
de Fourier, 7, definido por

ot

T

(2.25)

onde a é a difusividade térmica definida por &/ (pc,).
2.3.2.5 Biot

O numero de Biot, Bi, ¢ um parametro adimensional associado a
condi¢do de contorno de convecdo. Ele ¢ definido na forma

Bi=— (2.26)

e pode ser interpretado fisicamente como a razdo entre a facilidade de
troca de calor do solido com o fluido envolvido na convecgdo € a
condugdo de calor no interior do sélido. Quanto maior o valor de Bi,
maior a facilidade do fluido em extrair calor do soélido,
consequentemente, maior serd o gradiente de temperatura no interior do
solido. O inverso, i.e. baixos valores de Bi, indicam pequenos gradientes
de temperatura no interior do solido.

2.3.2.6  Equacdo de calor
Usando-se as adimensionalizagoes definidas pelas Eqgs. 2.19, 2.24

e 2.25, e considerando-se as propriedades constantes pode-se reescrever
a Eq. 2.14 como sendo
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00 00 3’0
R 4+ —
or ox’ 03>

(2.27)

2.3.2.7 Condi¢ao de contorno

As condigdes de contorno podem ser adimensionalizadas pelas
relagdes apresentadas nos itens anteriores. Na Tabela 2-2 s@o
apresentados os coeficientes adimensionais da condicdo de contorno
global adotados. Estas condigdes serdo uteis na demonstragdo da inter-
conectividade entre as diversas solu¢des analiticas, uma das importantes
contribuicdes deste trabalho, como se mostrara adiante nesse trabalho.

Tabela 2-2 — Composigdo adimensional das condi¢des de contomo a partir da
condi¢do Global

o0
COIldiQéO K B f _KE-FBH =f
Temperatura | 0 1| 6,(7) 0=06,(7)
oo
Fluxo 1 0 QP(T) —EZQP(T)
oo
Convecc¢ao 1 Bi| Big, | — on +Bif@=Bi0,

2.4 TECNICAS DE SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

O problema de transferéncia de calor foi alvo de muita atengéo da
parte de diversos matematicos, fisicos e engenheiros ao longo dos anos.
Isso se deve ao fascinio dos mecanismos fisicos e da aplicabilidade das
solugdes nas industrias e no dia-a-dia das pessoas. As equacdes que
descrevem a transferéncia de calor em meio sélido (condugdo), sdo
normalmente obtidas a partir da conservagao da energia.

Para o problema da condugdo de calor onde as condicdes de
contorno, geometria e propriedades do meio sdo conhecidas (causas) e
deseja-se estimar a distribuicdo de temperaturas e de fluxos no interior
do corpo (efeitos), da-se o nome de problema direto. Esse tipo de
problema pode ser resolvido utilizando-se varios métodos que podem
ser agrupados em métodos por analogias, numéricos e analiticos.

Conforme Schiff (1999), os métodos por analogias foram muito
desenvolvidos na década de 50 e 60. Especialmente a analogia
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hidraulica e elétrica. Essa metodologia é baseada na similaridade das
equagdes que descrevem dois fendmenos distintos. Assim, no caso da
analogia hidraulica, observa-se que o equacionamento da vazdo de agua
através de uma tubulagdo em sua forma adimensional resulta numa
expressdo semelhante a transferéncia de calor unidimensional em um
solido. Fazendo-se as devidas comparagdes, observa-se que a pressdo de
agua na tubulacdo pode ser relacionada a temperatura do soélido,
enquanto que a vazdo de agua ¢ relacionada ao fluxo de calor.
Entretanto, a analogia mais comumente utilizada é aquela observada
entre as equagdes que envolvem a determinacdo de grandezas elétricas
em um circuito elétrico e as equagdes de difusdo do calor. A técnica
consiste na solugdo matematica de um problema elétrico equivalente ao
problema térmico de interesse. Os usuarios da técnica (Johnson, 1963)
consideram que, em muitos casos, ¢ mais facil montar-se um circuito
elétrico apropriado e se fazer as medigdes de tensdo e corrente do que
encontrar a solugdo exata para o equacionamento de transferéncia de
calor em geometrias complexas. Embora hoje em dia dificilmente se
recorra a esta técnica experimental de construcgdo fisica de um circuito
elétrico equivalente, essa metodologia ainda ¢ utilizada para a
constru¢do de modelos analiticos simples e rapidos. Esses modelos séo
extremamente uteis e praticos para situagdes em que se necessite
solucdes ageis, embora pouco precisas, como nocaso de pré-projetos em
engenharia, aonde um nivel de erro mediano possa ser admitido.

Os métodos numéricos, conforme Myers (1987), sdo ferramentas
muito uteis para a solugdo de equacdes diferenciais parciais de todos os
tipos e para um grande campo de aplicagdes, especialmente quando os
problemas ndo podem ser tratados analiticamente devido a ndo-
linearidades, complexidade de geometria ou de condicdes de contorno.
O aumento da velocidade e capacidade de processamento dos
computadores também criou um ambiente propicio para o
desenvolvimento de um grande ferramental numérico. De acordo com
Ozisik (1993), muitos dos problemas complicados agora podem ser
facilmente resolvidos a um baixo custo e em pouco tempo.

Atualmente os trés principais ramos de estudos dos métodos
numéricos para problemas de condugdo de calor sdo: método de
diferencas finitas, método de elementos finitos e método de volumes
finitos. Uma vasta literatura (Patankar, 1980; Maliska, 1995; Sobrinho,
20006) existe para cada um desses métodos mostrando suas vantagens e
desvantagens, que depende da natureza do problema abordado.

O método das diferencas finitas ¢ o de mais facil formulagdo e
aplicabilidade. Entretanto a facil formulagdo muitas vezes pode



24

esconder o que Osizik (1993) explicitou como a “necessidade de
consideravel experiéncia e conhecimento para a escolha do melhor
esquema para um problema em especifico.”

O método de elementos finitos (Sobrinho, 2006) esta sedimentado
em uma solida base matematica o que pode, muitas vezes, caracteriza-lo
como dificil e de complicada implementagdo. Mas a sua elegincia
matematica e maleabilidade em lidar com geometrias complexas fazem
com que seja o método mais utilizado para a solu¢do de problemas
avancgados. Entretanto, o método ndo é tdo eficaz para lidar com termos
ndo-lineares, como aqueles que surgem no caso de equagdes da
hidrodinamica.

Finalmente o método de volumes finitos (Maliska, 1995) ¢ o
mais recente entre os trés citados. Partindo-se de uma nogdo de
conservacdo de fluxos em regides geométricas chamadas volumes, esse
método ganhou espago, especialmente entre engenheiros, por ter uma
base fisica ao invés de matematica. Muitas vezes, durante a
implementacdo de um caso simples, o método de volumes finitos se
iguala a0 método de diferengas finitas nos quesitos de facilidade de
formulagdo. Mas a sua vantagem aparece ao lidar mais facilmente com
termos nao-lineares da hidrodindmica.

As técnicas analiticas, por sua vez, tém o objetivo ndo somente de
encontrar a solugdo para o problema mas que isso seja realizado sem
discretizagdes numéricas e de forma exata sempre que possivel.

Entre as técnicas analiticas, usualmente utilizadas em condugao
de calor transiente, as mais difundidas sdo: o método de separagdo de
variaveis ou de séries de Fourier ¢ o método da transformada de
Laplace. Ambas as técnicas sdo exatas, ou seja, ao substituir-se a
solucdo encontrada na equacgdo de origem o resultado é zero. Por outro
lado, existem técnicas aproximadas nas quais as solugdes, ao serem
substituidas na equagdo original, apresentam um residuo ndo nulo.
Nesse caso a solugdo encontrada ¢ tdo boa quanto menor o seu residuo.
Na lista das técnicas aproximadas encontram-se o método das imagens
(Beck et al. 1992); os métodos variacionais (Arpaci, 1966; Vujanovic et
al., 1994) onde se encontram os métodos de Galerkin, método de Ritz e
de Kantorovich; algumas técnicas de transformadas integrais e o método
do balango integral do calor (heat balance integral method) — HBIM
(Goodman, 1964), entre outras.

Nao citado anteriormente, mas também de grande importancia
para a solugdo dos problemas de condugéo de calor direto, o método de
funcdo de Green, (Beck et al., 1992) precisa ser apresentado. O método,
que deve seu nome ao matematico e fisico inglés George Green (1773 —
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1841), ¢ uma ferramenta poderosa para a obtencdo de solugdes de
diversos tipos de equagdes diferenciais parciais. A técnica se baseia na
solucdo de um problema diferencial especifico simples, com condi¢des
de contorno homogéneas, cuja solugdo serve de bloco base para
obtengdo de solugdes de problemas mais complexos. No caso da
condugdo de calor transiente, a solugdo base é a distribuicdo de
temperatura obtida por um pulso instantaneo e local.

A técnica da funcdo de Green ndo foi classificada nem como
exata nem como aproximada por depender, para isso, do método
utilizado para a obtengdo da solucdo base. Na literatura, os principais
métodos usados para esse fim sdo a separacdo de varidveis e a
transformada de Laplace, o que classifica a fungdo de Green como
técnica exata. As principais vantagens da técnica, conforme Beck et al.
(1992), sdo: flexibilidade, com a qual a mesma fungdo base pode ser
usada para diversos problemas diferentes; sistematizagdo, uma vez que
as fungdes base estdo calculadas e tabuladas pode-se obter a solu¢do do
problema rapidamente e; facil migracdo de solugdes undimensionais
para multidimensionais. O principal problema do método ¢ que ele
necessita da solugdo do problema base por outro método e as
caracteristicas da solugdo do problema complexo estdo atreladas a isso.

No presente trabalho serd feito uso dos métodos de volumes
finitos, de separagdo de varidveis, da transformada de Laplace, das
imagens e do HBIM. Assim, estas técnicas serdo apresentadas a seguir
com maior detalhamento.

2.4.1 Método de separacio de variaveis

Na solucdo de problemas de condugido de calor muitas vezes o
conceito do método de separagdo de variaveis se mistura um pouco com
o de séries de Fourier devido ao formato das solugdes encontradas. Este
fato provoca uma variagdo na nomenclatura das solugdes encontradas na
literatura, muitas vezes encontrando-se essa técnica com o nome de
método de Fourier.

A técnica de separagdo de variaveis (Kreyszig, 1999) consiste, a
partir de uma substituigdo adequada da variavel dependente, na divisao
da equacdo diferencial parcial em questdo em duas equacgdes diferenciais
ordinarias, ou uma equacdo diferencial ordindria e outra parcial, mais
facil de ser resolvida. Normalmente a solugdo ¢ assumida como sendo a
soma ou multiplicacdo de duas fungdes, linearmente independente entre
si. Em seguida reescreve-se a equagdo de forma que, de cada lado do
sinal da igualdade, apare¢a uma expressdo matematica envolvendo
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apenas uma das variaveis. Assim, cada lado da expressdo representa
uma equacdo independente, as quais s@o igualadas através de uma
constante de conectividade. A escolha dessa constante € arbitraria, mas
ndo independente. Diferentes constantes levam a diferentes
desenvolvimentos, matematicamente ou mais faceis, ou mais dificeis ou
que tornam a solu¢do do problema impossivel. Obviamente a mesma
mudanga de variaveis ¢ aplicada as condi¢des de contorno e inicial do
problema original. Logo se tem um sistema com dois problemas
teoricamente mais simples para resolver do que o inicial. Resolve-se
cada um dos problemas separadamente pela melhor técnica aplicavel a
cada um deles e, ap6s obter-se as solucdes, retorna-se a fungio original,
através da substituicdo das solug¢des obtidas.

Conforme apresentado por Myers (1998) a metodologia de
separacdo de varidveis ¢ um dos métodos de solugdo de equacdes
diferenciais parciais mais utilizados, incluindo outras areas que ndo a
condugdo de calor. Entretanto o método apresenta algumas limitagdes
relacionadas a pré-requisitos para a sua funcionalidade, sdo esses:

1) A equagdo diferencial parcial deve ser linear e homogénea. A
condicdo de linearidade pressupde que a equagdo ndo pode conter
produtos da variavel dependente nem de suas derivadas, enquanto que a
condi¢do de homogenidade indica que se ¢ ¢ solu¢do da equagdo, entdo
Ct, onde C ¢é uma constante, também deve sé-lo.

2) As condi¢des de contorno devem ser lineares e, na sua maioria,
homogéneas. Para problemas transientes, Myers (1998) ¢é categdrico em
afirmar que todas as condigdes devem ser homogéneas.

3) O soélido deve apresentar condigdes de contorno simples. Isto
¢, o contorno do solido deve se ajustar as iso-curvas do sistema de
coordenadas utilizado.

No caso destas condigdes ndo serem atendidas, existem situacdes
em que mudangas de variaveis podem ser propostas de forma que a
equagdo modificada, bem como as respectivas condigdes — contorno e
iniciais — atendem as especificagdes do método.

A técnica de separagdo de variaveis, normalmente, gera um
problema de Sturm-Liouville (Kreyszig, 1999). O problema de Sturm-
Liouvelle é definido como uma equacdo diferencial parcial linear
homogéna de segunda ordem

L p(0)% [rla(x)eanay=0 @
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onde as fungdes p(x), g(x) e w(x) dependem do sistema de

coordenadas utilizado, assim como de duas condi¢ées de contorno
lineares, descritas nos extremos de um intervalo fechado (a,b )

d )

a, y(a)+p, % =0 o +p#0 (2.29.2)
dy(b 222

a, y(b)+p, % =0 o+pr#0 (2.29.b)

Solugdes ndo triviais para essa equagdo existem, em geral, para
um conjunto discreto de valores de um parametro A. Estes s@o os valores
caracteristicos, ou autovalores, do problema e as respectivas solu¢des
sdo as fungdes caracteristicas ou autofungdes. A solugdo geral do
problema é o somatdrio das fungdes caracteristicas multiplicadas por
uma constante de peso, independente para cada autofuncgao,
normalmente chamado de constante da autofuncao.

A técnica de solugdo de Sturm-Liouville nos problemas oriundos
da separacdo de varidveis da condugdo de calor unidimensional
transiente em coordenadas cartesianas apresenta as fungdes
caracteristicas na forma trigonométrica de senos e cossenos, formando
uma base ortogonal dentro de um intervalo (0,L), onde L indica um
comprimento caracteristico. A solugdo entdo pode ser vista como uma
expansdo em séries trigonométricas ortogonais, tal como a expansdo em
séries de Fourier, donde normalmente é dado o nome da técnica.

No caso de um soélido semi-infinito, o conjunto de autovalores
que era discreto passa a ser continuo e, conseqiientemente, 0 somatorio
de solugodes se transforma em integral caracterizando assim a solu¢do no
formato da transformada de Fourier.

Para o caso em que as condi¢des de contorno sejam dependentes
do tempo ¢é necessario fazer uso do Teorema de Duhamel, conforme
apresentado em Arpaci (1966), para a obtencdo da solugdo procurada.
Neste caso ¢ importante notar que a solucao tendera a zero nas fronteiras
ao invés de tender ao valor das condigdes de contorno aplicadas naquele
local. A razdo para isso, conforme Ozisik (1993), ¢ que a solugdo na
forma de séries ndo apresenta convergéncia uniforme nos pontos de
fronteira. Assim a solucdo obtida ¢ valida apenas no intervalo aberto
entre os pontos da fronteira. Essa dificuldade pode ser superada através
da aplicacdo de integragdo por partes quando do uso do Teorema de
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Duhamel e, posteriormente, a substituicdo da expressdo do resultado
encontrado em séries pela sua equivalente em forma fec hada.

2.4.2 Transformada de Laplace

De acordo com o histérico apresentado por Schiff (1999), as
transformadas integrais apareceram inicialmente no trabalho de Leonard
Euler em 1763 e 1769. Euler as usava para a solucdo de equacdes
diferenciais ordinarias de segunda ordem. As transformagdes usadas por
Euler eram escritas na mesma forma em que hoje se apresentam as
transformadas inversas de Laplace. Importante notar que mesmo
Laplace, em seu trabalho “Teoria analitica das probabilidades” (1812),
credita a Euler a introdug@o das transformadas integrais (Schiff, 1999).
Foi no trabalho de Spitzer em 1878 que o nome de Laplace apareceu
relacionado com a expressao usada por Euler. No final do século XIX,
ainda conforme Schiff (1999), a transformada de Laplace foi estendida
para a sua forma complexa por Poincaré e Pincherle, e posteriormente
estendida para duas variaveis por Picard com investigagdes posteriores
conduzidas por Abel e muitos outros.

Schiff (1999) cita que a primeira aplicagdo moderna da
transformada de Laplace ¢ encontrada no trabalho de Baterman em 1910
que a usa para a solugdo do problema de decaimento radioativo. Apos
isso, Bernstein em 1920 usa a expressdo, chamando-a de transformagao
de Laplace em seu trabalho sobre fungdes theta. A abordagem mais atual
foi dada, conforme Schiff (1999), particularmente por Doetsh em 1920 e
1930; ele aplicou a transformada de Laplace a equagdes diferenciais,
integrais e integro-diferenciais. O corpo do seu trabalho teve seu apice
no livro-texto de 1937 “Theorie und Anwendugen der Laplace
Transformation”.

Nenhum histérico sobre a transformada de Laplace poderia estar
completo sem mencionar o trabalho de Oliver Heaviside, que produziu
um grande conjunto de transformagdes e aplicagdes, especialmente no
contexto da engenharia elétrica, no que se chamou Célculo Operacional.
Esse material estd espalhado nos trés volumes da “Teoria
Eletromagnética” (1894, 1899 e 1912) e mantém muitas similaridades
com o método da transformada de Laplace. O Célculo Operacional era o
método aplicado para a solucdo de sistemas de equagdes diferenciais
ordinarias com coeficientes constantes, problema muito comum na
teoria de circuitos elétricos. Assim, embora o calculo de Heaviside nao
fosse matematicamente rigoroso, ele encontrou espago entre o0s
engenheiros elétricos como uma ferramenta 1til para a solugdo de seus
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problemas. Depois disso um grande esfor¢co de pesquisa passou a ser
feito de modo a desenvolver um maior rigorismo para o Calculo
Operacional e obter uma conexdo do mesmo com o método da
transformada de Laplace. Nesse esfor¢co o método foi estendido para a
solucdo de equagdes diferenciais parciais do eletromagnetismo e
condugdo de calor. Com essa nova abordagem, um grande nimero de
novas solugdes foi desenvolvido — no apenas solugdes de problemas até
entdo insoliveis, mas, principalmente, de novos tipos de solugdes para
problemas ja resolvidos, como a questdo das solu¢des de tempo curto e
tempo longo que serd abordado posteriormente.

No campo de condugdo de calor transiente, Carslaw & Jaeger
(1959) relatam que todos os problemas resolvidos pelo método de
Fourier também podem ser resolvidos pelo método de Laplace.
Entretanto, Luikov (1968) chama a atencdo de que, para esses
problemas, o método da transformada de Laplace pode ser muitas vezes
preferido do ponto de vista de simplicidade de abordagem mesmo que o
resultado obtido seja matematicamente idéntico ao desenvolvido com o
método de Fourier. A vantagem do método de Laplace em relagdo ao de
Fourier aumenta com o aumento da complexidade do problema a ser
resolvido, uma vez que o método de Fourier passa a apresentar
dificuldades em sua aplicagdo.

Conforme Luikov (1968), a grande vantagem do método da
transformada de Laplace consiste no fato que ndo a fung@o em si, mas a
sua transformada, é resolvida. Esta transformacdo ¢ realizada com a
multiplicacdo da fun¢do em estudo por uma funcdo exponencial e a sua
integracdo de zero a infinito. A transformada integral, F(s), da fungdo
7 (z) ¢ determinada pela formula

F(s)=o(ij(r)eXp(—”)dT (2.30)

e a transformada inversa ¢ dada pela expressao

! 7+jj012'(s)exp(sr)dr

y—io©

f(z)

“oxi (2.31)
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onde i=,/—1 e} é um nimero positivo. A transformada de Laplace,

F (s), também pode ser representada por L [ f ( 7) ] e a respectiva
mversa, f (7)), por L' [ £ (s)]. Natransformada admite-se que s possa
ser um numero complexo, embora seja necessario que a parte real seja
positiva. Para que a transformada exista, ¢ necessario que a integral
exista, o que impoe certas limitacdes para a fungdo f ( 7 ), a principal
delas ¢ que a funcdo deve tender a zero quando 7 tender a zero. Essa
condi¢do, para o problema de conducdo de calor transiente, implica
necessariamente que a temperatura inicial do sélido deve ser zero. De
maneira geral, de modo a eliminar problemas, a fungdo f(7) ¢

considerada continua por partes e diferente de zero apenas 7>0.

O método de solugdo de uma equagdo diferencial parcial por
método da transformada de Laplace consiste em trés passos:

1. A transformada de Laplace ¢ aplicada na equagdo diferencial e
nas condicdes de contorno. Como a transformada de Laplace é uma
transformacdo integral e possui propriedades de operador obtém-se uma
equagdo mais simples de ser resolvida.

2. A equagdo transformada ¢ resolvida em fungdo da variavel
restante, considerando-se a variavel s como um numero constante. Esse
passo tem como objetivo determinar a solugdo da transformada.

3. A partir de relagdes conhecidas entre a fungfo transformada
F (s) e afungdo original f ( 7 ), a solugdo para a inversdo é obtida e,
conseqiientemente, a solu¢do original desejada. Nesse passo é que se
concentram as maiores dificuldades do método, porque apesar de muitas
inversdes serem simples, podendo ser facilmente obtidas com a ajuda de
tabelas, outras podem ser dificeis, podendo exigir conhecimento de
técnicas de integragdo no plano complexo e/ou grandes
desenvolvimentos analiticos.

De forma a realizar esses trés passos de forma bem sucedida ¢
necessdrio conhecer as propriedades da transformada de Laplace. Elas
estdo apresentadas na Tabela 2-3 conforme em Luikov (1968).

Nao ¢ objetivo do presente trabalho detalhar essas propriedades,
maiores informacdes sobre as mesmas podem ser obtidas em diversos
livros tais como Luikov (1968), Carslaw & Jaeger (1959), entre outros.
Mas ¢ importante ressaltar que um importante desdobramento do
teorema de Efros, que ¢ uma generalizacdo do teorema da convolugdo

)

2
s u
(Luikov, 1968), é a relacdo: \/— =\/— JCXP a7 F(” )d”,
s T 4
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muito utilizada no desenvolvimento de solugdes relacionadas com
problemas de difusao.

Tabela 2-3 — Propriedades da Transformada de Laplace
(A variavel a ¢ real, constante e positiva.)

Linearidade: L{4f(z)+Bg(r)]=4F(s)+BG(s)
Transf(?rmada da L[f’(r )]:sF(s )—f(O)
derivada:
Transformada da ¢ 1
integral: L[gf(r)df}gF(s)

tr(as)ltr( ]

Teorema da
substituigdo: L[f(iﬂzaF(as)
a
L[exp(ar)f(r)]zF(s—a)
Teorema da .. B e 3
defasagem: L[Heavzszde(r a)f(r a)] exp( as)F(s)
Diferencia¢io da { J
Transformada: F(")(s):L (_T)nf(r)
b
Integragio da |/ (7)
Transformada: .[F(p)dp—L{ r
N
Multiplicagdo das T
transformadas: F(s)F(s)=L| [fi(u)fa(z-u)dz
Convolu¢ao 0
F(p(s))o(s)=] [f(z)w(ru)drdu onde

Teorema de Efros:

f
0
{‘D(S" )}exp(snr)

‘//’(Sn )
onde s,, sdoas ,. raizes de y(s)=0.

Teorema de expansao:




32

Um aspecto ja mencionado anteriormente, mas ainda nfo
discutido com profundidade, diz respeito as solugdes de tempo curto e
de tempo longo.

As solucoes de condugdo de calor transiente em regides finitas
normalmente s8o expressas em forma de séries. Essas séries convergem
rapidamente para grandes valores de tempo. Isso por possuirem um
termo exponencial negativo, dependente do tempo, que acaba atenuando
rapidamente os termos de ordem mais alta da série. Mas esse mesmo
termo acaba por comprometer a convergéncia da série para valores de
tempo muito baixos, por aumentar a importancia e o peso dos termos de
alta ordem.

Devido a essa limitagdo, essas solugdes ndao sdo convenientes
para uso em codigos computacionais ou para andlises analiticas em
fenomenos de transiente rapido. Assim ¢ necessario o desenvolvimento
de uma forma alternativa para a solucdo que convirja rapidamente para
tempos pequenos. Nesse caso, a transformada de Laplace apresenta uma
interessante caracteristica que € o fato de grandes valores da variavel
transformada, s, corresponderem a pequenos valores da variavel
original, 7. Dessa forma, uma solugdo aproximada pode ser obtida se a
solucdo for expandida como uma série assintdtica no dominio
transformado e invertido termo-a-termo para o dominio original. Essa
solucdo apresentard uma convergéncia rapida para tempos curtos.

De acordo com Ozisik (1993), o periodo de tempo curto pode ser
considerado quando o tempo adimensional de Fourier, 7z, definido como
o tempo multiplicado pela razdo da difusividade térmica do material
pelo comprimento caracteristico do mesmo, for aproximadamente menor
que 0,02. Por sua vez Beck indica que para valores de r menores que
0,05 apenas trés termos da solucdo de tempo-curto sdo necessarios para
uma acuracia de quatro casas decimais. Uma discussdo desses valores e
a comparagdo entre os dois tipos de solugdo serdo apresentadas no
capitulo de analise.

2.4.3 Método das Imagens

Conforme Carslaw & Jaeger (1959), embora o método das
imagens tenha a sua maior aplicagdo na matemadtica da teoria dos
campos elétricos, o mesmo pode ser adaptado para solucionar problemas
de condugdo de calor, quando o s6lido tem como condi¢do de contorno
temperatura ou fluxo de calor de valor zero.

Conforme Luikov (1968), qualquer processo de condugdo de
calor em um soélido pode ser descrito como uma combinagdo de efeitos
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de numerosas fontes de calor elementares distribuidas no espago e no
tempo, que provocam uma variagdo de temperatura. O soélido ¢€
imaginado infinito em todas as direcdes e, pelo processo de criar
imagens nas superficies de fronteira, uma distribuicdo de fontes e
sumidouros ¢ obtida de tal modo que a condicdo de contorno é
reproduzida. A solugdo do problema por esse método se reduz a escolha
adequada da intensidade de fontes e sumidouros bem como a sua
distribuicéo.

Na revisgo bibliografica realizada no tema de condugéo de calor
ndo foi encontrada nenhuma informagdo sobre técnicas para a
determinagdo dessas intensidades ou distribuigdes que ndo fosse o
conhecimento prévio do usudrio ou tentativa-erro. Entretanto, as
solucdes pelo método das imagens podem ser conectadas as solugdes de
Fourier através da transformada de Laplace. Solucionando-se a
condugdo de calor através da transformada de Laplace e usando o
teorema de invers@o obtemos a solu¢do de Fourier. Fazendo a expansao
da transformada em série de exponenciais negativas obtemos a solucéo
das Imagens.

O presente trabalho ndo tem como objetivo dissecar as técnicas
utilizadas no método das imagens, mas sim utilizar a sua base fisica para
melhor entender as solugdes encontradas pelo método de Laplace. Para
maiores informacdes sobre o método sugere-se procurar em Carslaw &
Jaeger (1959), Luikov (1968) e Beck et al. (1992).

2.4.4 Método do Balanco Integral do Calor

O Método do Balango Integral do Calor (HBIM) foi desenvolvido
por Theodore R. Goodman baseado no método de Karman-Polhausen e,
conforme expresso por Goodman (1983),

113

embora aproximado, [0 método] fomece
solugdes com nivel de acurdcia adequada paraseu
uso em engenharia e tem a vantagem de reduzir o
problema de resolver uma equagdo diferencial
parcial em uma equagdo diferencial ordindria que
¢, relativamente, mais simpes.” [T.A.]

Conforme Hristov (2009), o HBIM ¢ um método simples do
ponto de vista matematico. Entretanto, atrds dessa simplicidade formal
estd um profundo conhecimento da fisica do processo de difusdo do
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calor. Isto porque o método aborda o paradoxo de Fourier de uma forma
inovadora através do uso do comprimento de penetragdo do calor.

O comprimento de penetragdo do calor ¢, usualmente, definido de
forma andloga a espessura da camada limite hidrodinamica, isto é,
conforme Yan (2002), a distdncia normal & superficie do material em
que a temperatura varia em 1% em relacdo a diferenca entre a
temperatura instantdnea da superficie, aquecida ou resfriada, ¢ a
temperatura inicial. Entretanto, fisicamente, a definicdo mais adequada
para o comprimento de penetracdo do calor ¢ a distdncia medida
partindo-se da superficie aquecida, a partir da qual o aquecimento
imposto na superficie ndo causou alteracdo na temperatura inicial do
corpo. Matematicamente, isso pode ser expresso como a distancia entre
a superficie e o primeiro ponto a partir do qual a temperatura ¢é igual a
temperatura inicial. Neste ponto o fluxo de calor ¢, simultaneamente,
nulo.

Com essa nova definicdo, mais fisica, do comprimento de
penetracdo do calor, pode-se transpor o paradoxo de Fourier (ver segdo
2.1), uma vez que a velocidade de propagagdo de uma perturbagdo na
superficie de um corpo ndo mais precisa ser considerada infinita, mas
passa a ser igual a velocidade da penetragdo do calor no corpo. Essa
distancia ¢ uma fun¢do do tempo e a sua determinagdo ¢ um ponto-
chave do método.

Ozisik (1993) apresenta o HBIM nas seguintes etapas:

1. A equagdo de condugdo do calor ¢ integrada no espago entre a
superficie do solido e o ponto de penetracdo do calor. Fisicamente isso
significa fazer um balanco da energia do sélido e, com isso, elimina-se a
derivada espacial da equacdo diferencial. Contudo, essa etapa faz com
que a solucdo obtida garanta apenas a conservagao global da energia do
solido.

2. Escolhe-se um perfil de temperatura para o intervalo entre a
superficie do so6lido e o ponto de penetragdo do calor que satisfaga as
condigdes de contorno do problema. Essa escolha é baseada em
sugestoes da literatura e na experiéncia do usuario do método.

3. Introduz-se o perfil escolhido na equacgdo integral da etapa 1 e
realiza-se as operagdes de integracio e derivacdo do perfil de modo a
adaptar a equagdo ao perfil escolhido. Apods algum algebrismo, obtém-se
uma equagdo diferencial ordinaria para o ponto de penetracdo do calor.
Resolve-se a equagdo e obtém-se uma solugdo dependente do tempo.

4. A partir da solu¢do da equagdo diferencial da etapa 3 e do
perfil escolhido na etapa 2 pode-se escrever a solugdo final do problema,
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ou seja, a expressao da temperatura do interior do corpo em fungdo da
posicdo e do tempo.

Como pode ser notada pela descrigdo do método, uma questio
muito importante é a escolha do perfil de temperatura adequado. Isso
porque a acurdcia da solucdo obtida com o uso do método esta
diretamente ligada ao perfil utilizado. Historicamente, as aproximagdes
polinomiais sdo as mais escolhidas, entretanto, conforme Goodman
(1964), “... ndo ha garantia de que o aumento da ordem do polindmio
usado aumente a acuracia da solugdo” e, de fato, isso ndo acontece na
maioria das vezes. A necessidade de escolher o perfil de temperatura,
conforme Hristov (2009), é a queixa mais comum sobre o método.

Contudo, conforme apresentado por Wood et al. (2009), desde a
proposta original de Goodman, muitos trabalhos foram escritos visando
melhorar os resultados originais do método. Nesses trabalhos duas
principais linhas podem ser detectadas: modificacdo do perfil de
temperatura utilizado para minimizar os erros de aproximacdo ou sub-
divisdo do dominio de interesse, usando como perfil de temperatura uma
funcdo por partes, onde cada uma dessas partes € uma polindmio de grau
1 ou2.

Sadoun et al. (2009) justifica a abordagem de sub-divisdes com o
argumento de que:

113

embora haja um grande numero de
pesquisadores trabalhando no método,
infelizmente, ndo ha um procedimento sistematico
para obtencdo do perfil de temperaturas mais
apropriado a ser utilizado. Assim, os trabalhos
estdo se orientando de modo a diminuir a
dependéncia da acurdcia da escolha do perfil.”
[T.A]

Esta abordagem normalmente tende a algoritmos de solucdo
muitos similares aos algoritmos numéricos classicos tais como
diferencas finitas e volumes finitos.

Na outra abordagem, diversos autores mantém-se no objetivo de
encontrar o melhor perfil de temperatura a ser utilizado no HBIM. Nessa
concepgdo, Braga et al.(2003) propuseram um perfil de temperatura para
o problema de condugdo de calor unidimensional em um sélido semi-
infinito com condi¢do de contorno ablativa, onde o expoente da fungéo
proposta ndo era um numero inteiro. O uso deste perfil resultou em uma
melhor comparagdo com as solu¢des exatas do que as obtidas com as
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fungdes polinomiais classicas (expoente inteiro). Em 2004, Braga et al.
continuaram as pesquisas com perfil de expoente ndo inteiro, agora para
o problema de ablacdo em soélido finito. Baseados nesses resultados,
Braga et al. apresentaram em 2005, dois trabalhos tratando da nova
abordagem do HBIM para solido semi-infinito submetido a diversas
condigdes de contorno na superficie livre: fluxo prescrito e temperatura
prescrita (Braga et al. 2005') e convecgdo (Braga et al. 2005°). Todos
apresentaram muito bons resultados. Mais tarde, em 2009, Braga e
Mantelli aplicaram a mesma abordagem para condugdo de calor em
solidos finitos, sujeitos as condigdes de contorno de temperatura
prescrita e fluxo prescrito, novamente apresentando bons resultados.
Seguindo essa tendéncia, Meyers (2008) e Hristov (2009), baseando-se
no trabalho de Braga (2005'), usaram diferentes métodos para
determinar o valor ideal para o expoente da funcio do perfil de
temperatura, que comparam bem com os valores de Braga (2005 ).

2.5 TECNICAS DE SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Embora existam outras técnicas para a solugdo de problemas
inversos, as técnicas apresentadas neste capitulo foram escolhidas por
serem, de acordo com Ozisik e Orlande (2000), de aplicagdo bastante
universal, versdteis e poderosas para as dificuldades associadas a
solugdo dos problemas inversos encontrados na area de engenharia
térmica.

Contrariamente ao que ocorre com os problemas diretos, o
problema inverso ¢ aquele no qual se deseja estimar as causas a partir do
conhecimento dos efeitos. Utiliza-se o termo estimar, ao invés de
determinar, porque as temperaturas utilizadas para a solugdo do
problema inverso normalmente sdo obtidas experimentalmente e,
conseqiientemente, possuem erros. Desta maneira, o resultado obtido
pela analise inversa (seja da condi¢do de contorno ou das propriedades)
ndo é considerada exata, mas uma estimativa, dependente tantos dos
erros experimentais, quanto dos erros inerentes ao proprio método
mverso utilizado.

A metodologia empregada para a solugdo de problemas inversos,
conforme Ozisik e Orlande (2000), consiste em:

e Obter os efeitos experimentalmente, arbitrar as causas e calcular
os efeitos pelo método direto.

e Comparar os valores dos efeitos calculados e obtidos
experimentalmente.
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e Estimar novas causas e iterar até que a diferenca entre os efeitos
estimados e determinados esteja dentro de um intervalo pré-
estabelecido.

Na grande maioria dos trabalhos analisados, observou-se que a
solugdo do problema inverso ¢ obtida pela minimizacdo do quadrado da
diferenca entre os efeitos experimentais ¢ os calculados, procedimento
denominado de problema dos minimos quadrados. Assim, os métodos
de solugdo dos problemas inversos servem para, conhecida a solu¢do do
problema direto, determinar as variagdes necessdrias para as novas
causas, de maneira a minimizar, de maneira rapida e estavel, a diferenca
entre os efeitos. De maneira geral, esses métodos de solucdo podem ser
de dois tipos: estimativa de pardmetros ou estimativa de fungdes. Se
existe alguma informagdo disponivel sobre a forma funcional da
variavel de interesse a ser determinada, entdo se utilizam os métodos de
estimativas de parametro, que sdo mais leves e rapidos. Caso contrario,
se nenhuma informagdo estiver disponivel, se faz necessario o uso dos
métodos de estimativa de fungdes. A seguir ¢ apresentado com mais
profundidade o método dos minimos quadrados e alguns procedimentos
encontrados na literatura para resolvé-lo.

2.5.1 Método dos Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados, chamado de agora em diante
de MMQ, ¢ derivado diretamente do principio estatistico da maxima
probabilidade (Helene, 1991).

A partir de uma medida de N dados independentes com

distribuicdo normal, ¥ (X), dada por

s

27 o

onde x ¢ o valor médio ¢ o é o desvio padrio da distribuicdo. A
probabilidade de obter-se um determinado conjunto de dados {x,}é

dada pela multiplicagdo da distribuicdo de probabilidade de cada um dos
dados e pode ser escrita na forma
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O que o principio apresenta ¢ que existe um Unico conjunto de
valores de x ¢ o que torna maximo o valor de P(x, o). Helene (1991)

P(x,d)z (2.33)

demonstra que o valor maximo de P(x, o) (Eq. 2.33) ocorre no valor

minimo do expoente da fungdo exponencial. Por uma questdo de
desenvolvimento define-se a fun¢do objetivo dos minimos quadrados, O,
sendo:

0 =Z% (2.34)

No caso de ajustes de parametros de modelos, consideram-se o
conjunto de dados {x,} como sendo os dados experimentais e x o

modelo com os seus parametros dados por { p/}. O processo de

minimizagdo da fung@o objetivo ¢é realizado igualando-se a primeira
derivada da fung¢do em relagdo a cada um dos pardmetros a zero. Assim
obtém-se um sistema de j parametros e j equacdes. Esse sistema pode
ser descrito e resolvido na sua forma matricial.

A matriz que envolve os termos da primeira derivada da fungao
objetivo € chama de matriz de sensibilidade. Esta matriz consome um
grande tempo computacional no seu calculo.

Quando se emprega o método dos minimos quadrados na solugdo
de alguns tipos de problemas inversos, como o caso da condugdo de
calor, a matriz de sensibilidade calculada apresenta o seu determinante
proximo de zero. Essa condicdo torna-se um problema pois esse
determinante muito préximo de zero aumenta a instabilidade do sistema,
levando, em muitos casos, a divergéncia da solugdo. Devido a essa
condigdo esses problemas sdo denominados de mal-postos e para
contornar esse problema utiliza-se da aplicagdo de pré-condicionadores
na matriz de sensibilidade e/ou faz-se uso de métodos estabilizados.

Alifanov et al. (1995) mostram que os métodos para célculo de
problemas mal-postos derivam, em sua grande maioria, das técnicas de
regularizagdo iterativa de Tikhonov, publicadas nas décadas de 50 e 60
na entdo Unido Soviética (URSS). A técnica da regularizagdo iterativa &
baseada na obtengdo de um fator de correcdo da ultima iteragdo do
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processo em relagdo ao erro dos dados iniciais. (Alifanov et al., 1995)
Deste modo, ha a garantia de que, caso a iteracdo convirja, o erro
encontrado sera menor do que a da iteragdo anterior.

2.5.2 Método de Levenberg-Marquardt

A Técnica de Levenberg-Marquardt, conforme descreve Ozisik et
al. (2000), é um método iterativo para a solucdo de problemas de
minimos quadrados, através de estimagdo de parametros. Esta técnica
foi primeiramente desenvolvida por Levenberg em 1944 através de uma
modificacdo da norma dos minimos quadrados. Posteriormente, em
1963, Marquardt obteve os mesmos resultados a partir de uma
abordagem diferente.

O método de Marquardt, (Schewchuk, 1994) faz uso de um
parametro que varia durante os passos da solugdo iterativa para obter um
comportamento similar ao método do passo descendente, em que
pequenas variagdes sdo feitas na diregdo do gradiente negativo da
funcdo objetivo, nas proximidades do valor inicial do problema e igual
ao método de Gauss nas proximidades do ponto que minimiza os
minimos quadrados.

O entdo chamado Método Levenberg-Marquardt tem sido
aplicado para obtenc@o da solucdo de uma variedade de problemas
inversos envolvendo estimativas de paradmetros desconhecidos, sejam
eles lineares ou ndo, com grande eficiéncia. Entretanto, as dificuldades
de implementacdo e convergéncia do método aumentam nas estimativas
ndo lineares e/ou que envolvem um grande nimero de parametros
desconhecidos, devido ao tempo gasto no calculo da matriz de
sensibilidade.

2.5.3 Método do Gradiente Conjugado

Conforme Himmelblau (1972), nos métodos iterativos de solugéo
de um sistema matricial, a cada iteracdo as variaveis avangam, de forma
controlada, em uma dada direcdo. Normalmente escolhe-se a dire¢do de
maior valor do gradiente negativo, esses métodos sdo conhecidos como
método de gradientes. Como esse gradiente representa um vetor direcao,
existe um vetor perpendicular a este, chamado de conjugado do vetor.
Assim o avanco da solugdo ocorre na dire¢do do maior gradiente
negativo até o ponto em que o conjugado do gradiente possui o seu valor
maximo. No método do gradiente conjugado, na iteracdo seguinte, ao
invés de se utilizar novamente da dire¢do do maior valor de gradiente
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negativo, o sentido da descida ¢ obtido através de uma combinagdo
linear do sentido negativo do gradiente, calculado na iteracdo atual, com
o sentido de descendente obtido na iteracdo precedente.  Essa
combinagdo linear é tal que o angulo resultante entre o sentido da
descida e o sentido negativo do gradiente ¢ menor que 90° o que
assegura a minimizagdo da fung¢do, o que ndo ocorre nos outros métodos
de gradiente. Ozisik et al. (2000) chamam a aten¢do que, tal como o
método de Levengerg-Marquardt, esta técnica necessita da obtengdo da
matriz de sensibilidade o que pode levar ao aumento do tempo
computacional gasto na resolucdo do problema.

2.5.4 Método do Gradiente Conjugado com Problema de Apoio

Ozisik et al (2000) apresentam o Método do Gradiente
Conjugado com Problema de Apoio como alternativa ao método do
Gradiente Conjugado onde dois problemas auxiliares, conhecidos como
problema de sensibilidade e problema de apoio, sdo resolvidos para a
determinagdo do tamanho do passo iterativo a ser dado no Método
Gradiente Conjugado, bem como na obten¢do do gradiente da equag@o,
para melhor determinacdo da direcdo descendente a ser utilizada. Esta
técnica ¢ especialmente usada para a solucdo de problemas que
envolvam a estimativa de parametros de uma funcdo da qual ndo se
conhece a sua forma funcional e, por isso, ndo se pode calcular a matriz
de sensibilidade.

2.5.5 Método do Gradiente Conjugado com Problema de Apoio
para Estimativa de Funcio

Ja o Método do Gradiente Conjugado com Problema de Apoio
para a Estimativa de Fung@o ¢ a técnica mais poderosa entre as
encontradas nesta revisdo. Isto porque nenhuma informagdo sobre a
variavel que se deseja estimar & necessaria a priori, exceto sobre o
espaco funcional a qual ela pertence, isto ¢, o dominio e a imagem onde
a fungdo existe e pode ser definida. Além disso, a técnica utiliza as
vantagens do método do Gradiente Conjugado com Problema de Apoio
para a determinacdo dos valores necessarios a cada iteragdo (tais como
tamanho do passo iterativo e a direcdo de maior gradiente negativo
possivel). Entretanto, esse ¢ um método de alta complexidade de
implementacdo e alto custo computacional, especialmente em problemas
com alto grau de ndo-linearidade.
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3 MODELAGEM E DESENVOLVIMENTO DE SOLUCOES

Neste capitulo serdo apresentados os modelos fisicos e
matematicos empregados nos problemas unidimensionais de condugio
de calor em um so6lido sujeito a uma combina¢do de condi¢cdes de
contorno dos trés tipos, que sdo resolvidos no presente trabalho

Apés a modelagem, sera apresentado um conjunto de solu¢Ges
empregando-se trés técnicas classicas distintas: transformada de Laplace
(segdo 3.3), separacdo de variaveis (secdo 3.4) e método do balanco
integral do calor (secdo 3.5).

Utilizam-se as condicdes de contorno no formato global, de
forma que as solugdes obtidas sdo validas para qualquer condicdo de
contorno em particular. Esta forma de apresentagdo de resultados ¢ nova
na literatura. A substituicdo de valores numéricos nos parametros das
solugdes resultara na obtengdo das solugdes classicas encontradas na
literatura (Carslaw & Jaeger (1959), Arpaci (1966), entre outros).

As solugdes serdo desenvolvidas para condi¢des de contorno na
superficie livre varidveis no tempo, expressas no formato fyf". O
aquecimento do solido se da pela superficie livre, sendo que os valores
de f, bem como de m variam conforme o tipo de condi¢do de contorno
utilizada. Esta funcdo representa tanto condicdes de contorno constantes,
fazendo-se m=(0, como condigdes varidveis no tempo, para m#0.

Observe-se que a condigdo de contorno na forma ", pode ser
considerada como sendo um termo de uma série de poténcia e acaba por
gerar uma solucdo. Assim, outras condi¢des de contorno transiente de
interesse de engenharia, caso possam ser decompostas em uma série de
poténcia, tem como solu¢do o somatdrio das solugdes encontradas para
cada termo da série.

Deve ser notado, durante os desenvolvimentos a seguir, que as
solucdes classicas apenas existem para valores de m tais que 2m seja
inteiro, restricdo esta que ndo se apresenta nas solugdes obtidas pelo
HBIM.

3.1  MODELO FiSICO

Considera-se neste trabalho a conducdo de calor em um objeto
solido homogéneo com as propriedades térmicas: condutividade (k),
densidade (p) e capacidade térmica a pressdo constante (cp) conhecidas e
constantes em todo sélido. Para fins de desenvolvimento teorico,
considera-se que o sélido possua dimensdes nas direcdes ortogonais y e
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z muito maiores do que a dimensfo na diregdo x; esta hipotese justifica o
uso da aproximacdo unidimensional.

As faces: esquerda e direita do solido na direcdo x sdo
denominadas 4 e B, respectivamente. As duas faces sdo submetidas
independentemente as condigdes de temperatura prescrita, fluxo
prescrito e convec¢ao, em qualquer combinagdo possivel.

Como condigdo inicial, considera-se o solido a uma temperatura
constante, Ty, até o inicio do processo de aquecimento na superficie A
no instante 0. O calor é conduzido pelo material aumentando a
temperatura em uma regido a esquerda do mesmo enquanto o restante do
solido permanece na temperatura inicial.

Na Fig. 3-1, a posicdo A marca a penetracdo do calor, ou seja, a
posicdo que delimita a regido aquecida e a regido ndo aquecida do
solido. A distancia entre as posigdes A e Ay (posi¢do da superficie A) ¢
denominada comprimento de penetracdo do calor, U. O valor de A ¢
dependente do tempo e, conforme o tempo avanga, este também avanga,
eventualmente atingindo a superficie B, situada na posicdo Ap, no
instante 7,. Antes desse encontro, o s6lido se comporta como um meio
semi-infinito e as condigdes da superficie B ndo precisam ser
consideradas. A partir do instante ¢, as condigdes de fronteira da
superficie B necessitam ser consideradas e a hipdtese de sélido semi-
infinito ndo ¢ mais valida. Na Fig. 3-1 estdo esquematizadas as posigdes
Aa, A, Ap, as superficies 4 e B, bem como as condigdes de contorno em
ambas as superficies do solido. Nesta figura, a seta reta representa o
fluxo prescrito, a seta em curva representa a conveccdo € o circulo, a
condi¢do de temperatura prescrita.

3.2  MODELO MATEMATICO

Partindo do modelo fisico apresentado, serdo empregadas nesse
trabalho as adimensionalizagdes dadas pelas Eqgs. 2.19, 2.22, 2.24,2.25 ¢
2.26. A equagdo de condugdo, dada pela Eq. 2.27, sera utilizada na
forma unidimensional e o subscrito da variavel espacial serd suprimido
por questdo de comodidade. Assim, a equagdo de conducéo de calor em
sua forma adimensionalizada pode ser expressa por

00 _9°0

ot oy’ 3.1)
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I] Fluxo
Prescrito

3 3 Convecc¢ao
O Q Temperatura
Prescrita

X

Ay A Ap
U

Figura 3-1 — Esquema do modelo fisico de conducio de calor.

A fronteira 4 sera considerada a origem da variavel espacial, a
distancia entre as fronteiras 4 e B ¢ a dimensdo caracteristica espacial L,
0 que determina que a posi¢do da fronteira B é 1. A posi¢do de
penetracdo do calor, A, ¢ adimensionalizada e corresponde a variavel J.

As condigdes de contorno sdo utilizadas na forma geral e
adimensional, conforme estabelecido na Tab. 2-2, para o s6lido finito:

06
~k,—+B,0=f, emx=0 (3.2.2)

ox

oo
kBa—i-BB@:O em x=1 (3.2.b)

Para a situagdo de solido semi-infinito, a condigdo de contorno na
superficie 4 ¢ a mesma dada pela Eq. 3.2.a, j4 a condicdo referente ao
solido semi-infinito, ¢ apresentada na forma de limite:

lim %=0 e lim =0 (3.3)

x—>00X X—>0

Pode ser observado que ambas as condi¢des na superficie B s&o
homogéneas. No caso de problemas que envolvam nao-homogenidades,



deve-se dividir o problema original em dois problemas, cada um com
apenas uma nao-homogenidade. A solu¢do de um problema onde a ndo-
homogenidade ocorre na superficie B, sera andlogo a um problema que
apresente a mesma nao homogeneidade na superficie 4, substituindo-se
a variavel x nas solugdes pela expressio /—x.

3.3 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nesta sec¢do ¢ apresentado o desenvolvimento das solugdes
matematicas para o problema proposto na sec¢@o 3.1 usando a técnica da
transformada integral de Laplace. Serdo apresentados desenvolvimentos
para os dominios de solido semi-infinito bem como de solido finito. No
caso do dominio finito a solu¢do sera desmembrada em solucdo de
tempo curto e solugdo de tempo longo, conforme discutido na revisao
bibliografica do método, apresentada no Capitulo 2.

3.3.1 Solido Semi-Infinito

A solugdo de solido semi-infinito é valida para a situacdo em que
o calor imposto ao sélido pela superficie A4, ainda ndo atingiu a
superficie B. Partindo da equacdo de conducao de calor unidimensional
em sua formal adimensional, aqui reproduzida:

0_0

— 3.4
o7 222 (3.4)

e das condi¢des de contorno na forma geral e adimensional para sélido
semi-infinito:

00
_kAa_+BA9:fA em x=0 (3.5.2)
X
. 00 .
lim — =0 lim =0
lim == e Jim (3.5.b)

aplica-se a transformada de Laplace na Eq. (3.4) bem como nas
condi¢des de contorno (3.5) , obtendo respectivamente
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_ 020

s9+0=" (3.6)
Ox
e
_kAZ_9+BA§:FA em x=0 (3.7.a)
X

lim %=0 e lim =0 (3.7.b)

x>0 0X X—>0

onde @ ¢ a transformada de Laplace da fungio 0, 6, é a condi¢do inicial
(no presente desenvolvimento, #,=0) e F,(s) ¢ a transformada de
Laplace de f,(?). Conforme Spiegel (1973) a equacdo (3.6) tem como
solugdo:

§:Clex‘/? +C2€_XF (38)

onde Cje C,sdo constantes a serem determinadas. Substituindo a Eq.
(3.8) na condigdo de contorno (3.7.b), resulta em:

lim \/?Lclexﬁ —Czex\ﬁjzo

X —>0

lim (clex‘ﬁ +cze‘xﬁj=0

X —>0

(3.9)

donde se obtém, em qualquer das condi¢cdes, C;=0. Substituindo essa
constante na Eq. (3.8) e essa na Eq. (3.7.a) obtém-se, respectivamente:

G=Cye Vs (3.10)

ky[s Cy+B,Cy=F, (3.11)
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Isolando-se C; na Eq. (3.11) e substituindo na Eq. (3.10) tém-se a
seguinte expressao:

(3.12)

A partir  destas  transformadas  particulariza-se o
desenvolvimento para o caso de fy(1)=f;t" ou seja F,(s)=f, [(m+1)/s"""
obtida em Abramowitz (1972), e onde I' ¢ a fungdo gamma. Essa
transformacao, substituida na equacdo anterior, resulta na expressao:

O=1yT(m+1) v
=/o m+}m+1( 78,

3.3.1.1 Temperatura Prescrita

(3.13)

Para reconstituir a condi¢do de contorno de temperatura prescrita,
deve-se substituir os valores k,=0, By,=1 ¢ fy=6, na Eq. (3.13),

obtendo-se a expressao:

e
6=0,T(m+1)

(3.14)

m+1

N

Com a inversdo da expressdo, usando-se uma inversdo tabelada
em Abramowitz et al. (1972) se obtém como solugéo

0=0,T(m+1)(4r)" erfc(Zm \/%] (3.15)

3.3.1.2 Fluxo Prescrito

De modo similar ao caso de temperatura prescrita, os valores
k4=1, B4=0 e fy=0,sdo substituidos na Eq. (3.13) para reconstituir

a condigdo de contorno de fluxo prescrito obtendo-se:
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] g
6’=QAF(m+1)SmT/2 (3.16)

Realizando a inversa da transformada, conforme Abramowitz et
al. (1972), o resultado obtido é:

=0, F(m+l)(4r)m+l/2 erfc[2m+l,

\/z_rj (3.17)

3.3.1.3 Convecc¢ao

Finalmente, para se reproduzir o caso de conveccdo, deve-se
substituir os valores da Eq. (3.13) por k, =1, By=Bi e fy=Bi0,,

ficando a equagdo na forma

eix‘/?
s [s +Bi

Aplicando a transformada inversa encontrada em Abramowitz et
al. (1972) chega-se a seguinte expressao:

0=Bi0,T(m+1) (3.18)

:er(m+1)
(-Bi )™
2m

Z) (—Bi\/4_f)r erfé‘(nﬁ] (3.19)

_eBix+Bi2rerjpc{ z‘[ +Bi\/?]

0

3.3.2  Solido Finito

Considera-se solido finito a situagdo em que ambas as condigdes
de contorno devem ser consideradas na solugdo do problema. Como ja
comentado no Capitulo 2, nesta situacdo, a solugdo matematica age
sobre todo o dominio do problema, ou seja, ndo € possivel obter uma
distribuicdo de temperaturas que tende a temperatura inicial, & medida
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que se distancia da superficie A, mesmo que o calor ndo tenha sido
sentido nesta superficie. Ou seja, ndo € possivel se obter uma solucéo
para sdlido infinito utilizando solugdes de soélido finito, mesmo que
fisicamente esta situagfo seja verificada. Esta observaco ¢é valida tanto
para a solugdo por transformada de Laplace quanto por separagdo de
variaveis, Como se vera na Secdo 3.4, o HBIM ndo apresenta estas
restrigdes, por utilizar o conceito de frente de penetracéo do calor.

Assim, de forma analoga ao caso de solido semi-infinito, para o
solido finito inicia-se a solugdo do problema com a equagdo de
condugdo de calor unidimensional em sua formal adimensional Eq. (3.4)
e as condigcdes de contorno na forma geral e adimensional para s6lido
finito Egs. (3.2.a) e (3.2.b).

Aplica-se a transformada de Laplace na Eq. (3.4) bem como nas
condi¢des de contorno (3.2), obtendo respectivamente a Eq. (3.6) e

em x=0 (3.20.2)

om x=1 (3.20.b)

onde @ ¢ a transformada de Laplace da fungdo 0, e 6, é a condigdo
inicial, que vale zero neste caso. Conforme Spiegel (1973) a equagdo
(3.6) tem como solugdo a Eq. (3.8) onde C; e C, sdo as constantes da
solucdo. A derivada da Eq. (3.8) é dada por

%:ﬁ(cle"ﬁ —Cze_x‘/?) (3.21)

Substituindo as Egs. (3.8) e (3.21) nas condigdes de contorno
Egs. (3.20.a) € (3.20.b) obtém-se

ks (C1-Cy )+ By 1+, - F, (3.22.2)
kB\/?(cleﬁ—cze‘ﬁ}BB(cleﬁ +C2e‘ﬁ):o (3.22.b)

Isolando-se os coeficientes na Eq. (3.22) tém-se apos
manipulagdo algébrica as seguintes expressoes
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(ks =B, Jc,+ (k5 +B, )c, =F, (3.23.2)
R
O ey v8y)

Substituindo a expressao (3.23.b) em (3.23.a) obtém-se

(3.23.b)

(kA\/_+BA)(kA\/_ BA/((C:\Q—_+?)) : Cr=F; (3.24)

A partir dessa expressdo duas situagdes podem ser consideradas:
uma vai levar a uma soluc¢do de tempo curto e a outra para a solugio de
tempo longo, conforme apresentado no capitulo 2. Estas situacdes serdo
consideradas nesta ordem a seguir.

3.3.2.1 Solugdo de tempo longo

Resolvendo a equacdo (3.24) para a constante C,, a seguinte
expressao ¢ obtida:

C,m Fy (kg +B )er
[(kA\/?+BA )(kB\/?+BB )e\/?_(kA\/?_BA )(kB\/?_BB )e_\/?)

(3.25)

Substituindo as Egs. (3.25) e (3.23.a) na Eq. (3.8) a expressao
abaixo ¢ obtida ap6s algum algebrismo:

((kg\/?+BB Je 0= 4 (kg5 By Je 0 ’“/?]
RO )eﬁ_(kAﬁ-BA foos )

(3.26)

D)
I
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A expressdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

[N M gy (T )

N N e R
(3.27)

HZFA

Empregando-se as definicdes de fungdes hiperbolicas (sinh (x) =
(e" —e")/2 e cosh(x)=(¢" — e *)/2) a equagdo anterior pode ser re-escrita
na forma:

g-F, kg \/?cosh((l—x)\/? )+BB sinh((l—x)\/?)
(kykps+B, By Jsinh| s J+(ksBp+B kg s cosh({fs )
(3.28)

Reescrevendo a expressdo (3.28) no formato 9=F,p pode-se

obter uma solucdo do problema empregando-se a técnica de convolugao,
conforme apresentado por Meyers (1998), uma vez que se conhega a
transformada inversa de ¢ . Para tanto, a partir do teorema de expanséo

(ver Tabela 2-3) e para:

®(s5)=kyfs cosh ((1-x){/s J+Bysinh ((1-x)y/s ) (3.29)

w(s)=(k kys+B, B, )sinh (/s J+(k, B, +B,k, )]s cosh (/s )

(3.30)

tendo-se a derivada de y/(s):
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cosh /)

wl /7).,
25

!//’(S):(ZkAkB‘FkABB‘FBAkB)ST kAkBS+BABB+kABB+BAkB) (331)

pode-se obter as raizes de y/(s), ou seja:

(kAkBS+BABB )Sil’]h(\/;)'F(kABB‘FBAkB )\/?COSh(\/?)ZO (332)

Da relagdo entre as fungdes hiperbélicas e trigonométricas (Spiegel, 1973) tém-se que sinh(x )=sen(ix)/i e
aosh (x )=oos (i x) , de forma que a Eq. (3.32) pode ser reescrita, apos ser multiplicada por i, como:

(k kps+BBp )sin(i\/?}_—(kA Bg+B kg )i\/?cos(i\/?) (3.33)

Denominando-se I/ S, como autovalores A,,, estes podem ser obtidos a partir das raizes da seguinte equagdo
transcedental:

(kA kgA,>-B, By )sin(/ln )=k, B +B kg )2, cos(4, ) (3.34)

Aplicando-se assim o teorema da expanséo, a transformada inversa de ¢ ¢ obtida:
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OZO“eSnT (kB\/?Cosh((l—x)\/;)+BBsinh((l—x)\/;))

n=1 (ZkAkB+kABB+BAkB)SiHh(\/;)

+(kAkBS+BABB+kABB+BAkB)COSh(m

Tor

(3.35)

Substituindo i\/? =A,, inserindo as relagdes de fungdes hiperbolicas e trigonométricas e multiplicando o

. 2 1 ~ .
numerador e denominador por 4, , esta Giltima equagio pode ser reescrita no formato:

(kg A, cos((1-x) A, )+ Bgsin((1-x)4, ))(/12 -, rj

> 2 (3.36)
E /1 ((2](14 kB +kA BB +BA kB )/In Sin(ﬂn )_(BA BB +kA BB +BA kB_kA kB ﬂnz )COS(/ln ))
Lembrando que 6=F, ¢ , finalmente pode-se utilizar a propriedade da convolugdo para escrever
T
(kp 4, cos((l—x)ln )+ Bg sin((l—x)ln ){ eiiﬂzr J'fA (u )lnz e/l”zu du ] (
0 3.37)

S 2
_g /1 ((2kAkB+kABB+BAkB )lnsin(ln )—(BABB"FICABB'FBA/CB—/CA/CBJWZ )COS(/In ))
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onde u ¢é a varidvel de integragdo. Particularizando para a situacio de f (t )= fot "oe possivel determinar a integral,
ou seja:

o2 a2l
0

- 2 N ~
fazendo a substituigio -4, u=[ tém-se a expressdo:

m+l =27 ~ \m+l
% f o B pm g gl erf’”+1)p(m+1,—/1n27) (3.39)
A, 0 A,

onde p (m+1,_ 2] T) ¢ a funcBo Gamma incompleta, que pode ser expandida em sériec na forma

mo(_ K+l 2k ko,
1+ (l)%eﬂ” ?, conforme Abramowitz (1972).
k=0 :
Substituindo o lado direito da expressao (3.39) na Eq. (3.37) e a expansdo da fun¢do Gamma incompleta
tém-se:
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(kg 4, cos((1-x)2, )+ Bg sin((1-x)4, ))[e— cry g ()“12”}

1)+t k! 3.40
0= fF(m+1)Z2( 2)m+1 . =0 . (3.40)
n=1 ﬂ ((2kAkB+kABB+BAkB)/1}1511’1(/1}1)_(BABB_'_kABB"_BAkB_kAkB/ln )COS(/ln ))
onde o autovalor ¢ dado pela Eq. (3.34). A expressao (3.40) pode ser escrita na forma
2(_1)m+le—/1nzr
} 2w (kB A, cos((l—x)ﬂ.n )+BB sin((l—x)/in ))
n
O=fo'(m+1
o )El 2k kg +h 4 By+Byky Ay sin(, )~\B, By +hy By+Bykg—k kg 2, Jos(4, ))

(3.41)

o m

[%k}k yeos((1- )+ By sin(1-+)2, )
+/o F(m+1) > -

n=1k=0 ((2kA kB +kA BB +BA kB )/In sin(ﬂ,, )_(BA BB +kA BB +BA kB_kA kB /1,12 )COS(ﬂn ))

Nesta expressdo, o primeiro somatério do lado direito é responsavel pela caracteristica transiente da solugdo
enquanto que o segundo somatorio representa a solucdo em regime permanente. Outro importante aspecto € que,
embora essa solugdo agregue as mais diferentes combinagdes de fronteiras, existe a limitagdo que m seja um valor
inteiro devido a natureza dos somatérios envolvidos. Essa solucdo é matematicamente idéntica a obtida pelo método
de separagdo de variaveis e aplicando o teorema de Duhamel, conforme apresentado em Arpaci (1966).

Particularizando para cada uma das possiveis combinagdes de condi¢des de contorno, tém-se:
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3.3.2.1.1 Temperatura Prescrita/Temperatura Prescrita:

Na combinagiio temperatura prescrita nas superficies A e B, os valores k4=0_ kp=0_ B,y=1 Bp=l ¢
Jo =04 (ver Tabela 2.2) sdo utilizados para a reconstrucio das condi¢des de contorno. Assim, o autovalor (Eq. 3.34)
¢ obtido a partir da solugio da expressdo sin(4, )=0 ie, 4,=n7 e asolucio, dada a partir da Eq. 3.41, &

o _{\m+n P m (_1)c+1 2k _k
Q:HAF(erl)nZ::l 2((’”3msin((1—x)m) e T+k§0( U E{”!”) d J (3.42)

3.3.2.1.2 Temperatura Prescrita/Fluxo Prescrito:

Para reproduzir as condigdes de temperatura prescrita na superficie A e fluxo prescrito na superficie B, os
valores k4=0_ kp=1 B,=1 Bp=0 ¢ fy=0, sio usados, combinando-se com o autovalor, obtido a partir da Eq.
3.34, dado por COS(/ln ):0, ie, An :(2”+1)7T/2. Assim, a solugdo tem a forma:

© 4m+l 1 m+n 2n+1 . m —1k+1‘l‘k 2541 2k
9=9AF(m+1)n§1Wcos((l—x)( 2+ )ir) e 4 +kZ::O( )k! (( ha )ﬂ'j (3.43)
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3.3.2.1.3  Temperatura Prescrita/Convec¢do:

Aqui as condigdes de contorno de temperatura prescrita na superficie A e convecc¢do na superficie B sdo
reconstituidas usando-se k4=0, kp=1 B,y=1 Bp=Bi ¢ fy=0,. Nesta situacio o autovalor, dado pela equacio
transcedental: —BiSin(ﬂn )Zﬂn COS(in ), precisa ser obtido numericamente. J4 a solugdo geral, vinda da Eq. 3.45, é:

e A B S

n=1

3.3.2.1.4  Fluxo Prescrito/Temperatura Prescrita:

A solugdo do problema cujas condi¢cdes de contorno sdo fluxo prescrito na superficie A e temperatura prescrita
na superficie B, sdo obtidas usando-se os valores k4 =1, k=0 B,=0 Bp=1¢ fo=04. Os autovalores para este
caso sao dados por COS(/ln )=0, ie, 4u =(2”+1 )” /2. A solugdo entdo é apresentada na forma:

(2n+1)* 5

0 2m+3(_q\m+n n P _ 72r m (_ k+12'k n pu 2k
0-0,T(m+1)y 2V ) sin((l—x)—(z +1) J e 4 +Z( 1) ((2 +1) j (3.45)

no1 (2n+1)7 Pm+2 2 o k! 2
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3.3.2.1.5 Fluxo Prescrito/Fluxo Prescrito:

Ja para as condi¢des de fluxo prescrito em ambas as superficies, a solugdo geral do problema ¢ reproduzida
para substituicio dos pardmetros pelos valores k4=1, kg=1 B,=0_ Bp=0 ¢ fo=04, para autovalores obtidos
pela expressao sin( 4, )ZO, i.e, 4,=n7  sendo dada por:

0 m+n+l 2 o m (_1)c+1 nr Zk,[_k
0=0,T(m+1)3 ZLCOS(O—X)}’HT{E_” ey ) (' ) ] (3.46)

net (nz )22 £=0 k!

3.3.2.1.6 Fluxo Prescrito/Convecgdo:

As condigdes de fluxo prescrito para a superficie A e convec¢ao para a superficie B sdo obtidas considerando-
se os valores k4=l kp=1 B,=0 Bp=Bi ¢ fo=04.J4 o autovalor é calculado pela expressdo transcedental
An sin(/i,l )= Bi cos(ﬂ,n ) e precisa ser obtido numericamente. Desta forma, a solugdo geral pode ser dada forma:

. a2 ()k+1lzkkJ
A, cos((1-x)A, J+Bisin((l-x)4, )) e eyl
S T et |- Y
nol A, ((2+Bi)/1,,sin(}tn)—(3i—/1n )cos(l” ))
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3.3.2.1.7 Convecg¢do/Temperatura Prescrita:

Para o caso de convecg¢do na superficie A e temperatura prescrita na superficie B, para se obter a solugao,
deve-se considerar os seguintes pardmetros: k4=1, kz=0_ By=Bi Bp=1 ¢ fo=Bif,. Os autovalores sio
calculados numericamente a partir da expressio —Bi Sin(/ln )Zﬂn COS(/% ) Desta forma, a solu¢do geral ¢ expressa
por:

(3.48)

(_l)m+‘sin((1—x)/ln) ) ( )k+1/1 2k _k
5 ﬂ“nszrl [e +k20k—!

0=Bi6,T(m+1) 1 (A, sin(4, )—(Bi+1)cos (2, ))

i M8

3.3.2.1.8 Convecgdo/Fluxo Prescrito:

Para as condi¢des de convecgdo na superficie A e fluxo prescrito na superficie B, deve-se substituir os
parametros k4 =1, kp=1 B,=Bi Bp=0 ¢ fo=Bil, nas equagdes gerais. Os autovalores sdo numericamente
calculados pela expressao transcedental 4, Sin(/ln ): Bicos(2, ) A solugdo tem a forma:

(—l)erlCOS((l—X)ﬂn) “22e m (_1)k+1/1 2k z_k
2 m e M Ty Z T

((2+Bz )/1 sm( ( 2, )cos )

(3.49)

.9=Bieoor(m+1)§ 2
n=1
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3.3.2.1.9 Convecgdao/Convecgdo:

Finalmente, para as condigcdes de convec¢do em ambas as superficies do sdlido, os parametros assumem 0s
seguintes valores: k4=1, kp=1, By=Bi Bp=Bi ¢ fo=Bi0,. Os autovalores sio determinados a partir da

solugdo numérica da expresséo (ﬂnz —Bi? )Sil’l ( A, ): 2 A, Bicos ( A, ), sendo que a solugdo geral é:

cos((1—x isin((1—x eiﬂ"zr mw
(2, cos ((1-x)2, )+ Bisin((1 Vn){ YEH (3.50)

_)cos (ﬂn ) )

( ) 0 (_ l)m+1
0=Bi0, T(m+1)Y 2
" El 2,2 (2(1+B1 )4, sin(4, )-(Bi2 +2Bi- 4,

3.3.2.2  Solugdo de tempo curto

Nesta subse¢do serdo tratados os problemas de tempo curto. Para este caso, sera conveniente escrever a
expressio para a constante C2 empregando a solugdo alternativa, obtida a partir da solugdo equagio (3.24):

4 kas =By )\kps =B ) 2[5
CZ:("A\/%WA)/(1_EkA\/?+§A;EkB\/?+§Bge f} e

Substituindo as Egs. (3.51) e (3.23.a) na Eq. (3.20), a expressdo abaixo ¢ obtida:
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[%kB\/— BB; (2-x)s —x\FJ
7o F, ks +Bg

(k45 +B, [1 (ke4i/s B, )(kB\/?—BB)e_zJ;J (3.52)
(kA\/?+BA )(kB\/?"'BB)

Expandindo-se o denominador da equagdo anterior em séries binomiais (Abramowitz, 1972) pode-se se
reescrever:

(kA\/—+BA)(kB\/—+BB)

(3.53)

(e iff : ﬂz JCeTCAN)

Esta expressdo substituida na equacfo original resulta, apos algum algebrismo em:

o5 (kA\/— BA)(kB\/_ BB)] (8 (el e(an)\/?] (3.54)

0=F, ids B, FAZ [(kA\/_JrBA)(kB\/_JFBB) (kA\/_+BA)+(kA\/?—BA)
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Para a obtenc¢do da solu¢do da distribuigdo de temperaturas, ¢ necessario proceder a inversdo da Eq. (3.54).
Para isto, as duas transformadas apresentadas a seguir, foram desenvolvidas, conforme apresentado no Anexo I. Sdo
estas:

_ —x\/? m—1
11 ﬁmﬁ ~(y47) erfc(m—l,\/:_rj (3.55)

» efx\/?
L =
s (m-+1)/2 (,/ s +Bi )k

o p2
e BIX+BITT ofe k—j—l,—x +Bi\/?
J4r

" F(k—j+r) . r . x
- X T e erf{k—ﬁr—l,ﬁj

SN ) NET

S0 r(m)r(j+1)siUm

(3.56)

onde erfc(a,b) ¢ a funcdo de integral repetitiva da fungdo erro, conforme apresentado em Abramowitz (1972), onde

o coeficiente ¢ ¢ o numero de integracdes e b ¢ o argumento da funcdo. Normalmente a notagdo 1" erfc (b )é usada,
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mas a notacdo apresentada foi utilizada por comodidade de leitura e interpretacdo dos coeficientes da mesma. A partir
destas transformadas, particulariza-se o desenvolvimento para o caso de /4 ()=for™ , cuja transformada de Laplace ¢

m+1 . ~ . . L
Fy (S ):f 0 F(m+1)/ §© . A seguir apresentam-se as solucdes do problema de tempo curto, sujeito as varias
combinagdes de condi¢des de contorno.

3.3.2.21 Temperatura Prescrita/Temperatura Prescrita:

Para a combinagdo temperaturas prescritas nas superficies A , deve-se adotar os seguintes valores para as
constantes k4=0, kp=0_ By=1 Bp=l ¢ fo=04 de forma que a solucdo, conforme a Eq. (3.54), pode ser
expressa como:

_ e—x\/? o e—(2n+x)\/? e—(Zn—x)\/?

HZHAF(WH_I) Sm+1 +nZ=:1 Sm+1 B Sm+1 (357)

Aplicando-se a transformada inversa dada na Eq. (3.56) o resultado final é:

6=6,T(m+1)(47)" erf({Zm,ﬁ}+ il [erfc[2m, (2nt= )]—erfc(Zm, (2n_x )H (3.58)
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3.3.2.22 Temperatura Prescrita/Fluxo Prescrito:
Os valores k4=0_ kp=1 B,=1 Bp=0 ¢ fy=04 sio usados para a solugdo do problema de condugio

unidimensional sujeito a condi¢do de temperatura prescrita na superficie A e fluxo prescrito na superficie B. Assim,
depois das devidas substituigdes, a Eq.(3.54) pode ser expressa como:

ﬁJ;

S

0 e—(2n+x)\/? e—(2n—x)\/?
; ( ) m+1 B m+1 (359)

N N

0=0,T(m+1)| <

Aplicando-se a transformada inversa dada por (3.55) o resultado final é:

0=0,T(m+1)(4r)" erf{zm \/4_] é( )[erfc(Zm,(f/rj_:)J—e}fc[Zm,(zn_x)]J (3.60)

3.3.2.23 Temperatura Prescrita/Convec¢do:

Para a combinag@o de condi¢des de contorno temperatura prescrita na superficie A e convecgdo na superficie B

kA:O kBZI BA:1 BB:Bi ef():@

substitui-se os seguintes valores na Eq. 4.55: 4, que pode ser reescrita como:
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7= L 07§y [ o o) B

N

Expande-se o termo interno do somatdrio em séries binomiais (Abramowitz, 1972) obtendo a expressdo no
formato:

s™ n=1 ;=0 r(j+1)r(n_j+l)

A C(ns1)(-1)" (2mi) [ Tl ol (3.62)
s’”+1(\/?+Bi)" Sm+1(\/?+Bl.)J

Aplicando-se as transformadas inversas dadas em (3.55) e (3.56) o resultado final é:



6=0,T(m+1)(4z)" erfc(Zm \/z_r]

C(m+)0(n+1)T(2m+1+p)

(_1)2m+n+j2(2j—p—1)(\/?)(j -p-1)
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AT(j+1)C(n—j+1)r (2m+1)r(p+1)
o o jol|2mip () p+r( 231\/—)
+n2::1j§0p:0 r§0 F(] p) (r+1)

3.3.2.2.4  Fluxo Prescrito/Temperatura Prescrita:

[erfc{j —p+r—1,(

. .2
_ele+Bl T e”fc j—p—l,(2n+x
Jar

Bi (p+2m+1—j)
2n

e

LBiﬁJ—erfc(j -p-1, (74;[

+x)]—erfc[j —-p+r-1,

2]

(ZJT)J]

(3.63)

Para a combinagdo fluxo de calor prescrito na superficie A e temperatura prescrita na superficie B, os
parametros k4 =1, kp=0_ B,=0 Bp=1¢ Jo=04 sio substituidas na Eq. (3.58) resultando em:

ef(2n+x)\/?

~(2n-x) 5

Sm+3/2 Sm+3/2

|

(3.64)
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A solugdo ¢ obtida pela aplicag@o da transformada inversa, dada Eq. (3.59) obtendo-se:

0=04 F(m+1)(4r)m+12 erfc[2m+1,ﬁ}+ g::l(—l)"{erfc{Zm+l,(f/’;L:)J+erfc{2m+l,(f/’2;:)]J (3.65)

3.3.2.25 Fluxo Prescrito/Fluxo Prescrito:

A distribuicdo de temperaturas para o caso cujas condi¢des de contorno sdo de fluxo de calor prescrito em
ambas as superficies do solido é obtida pelo emprego dos parametros: k4=1, kg=1 B,=0 Bp=0 ¢ fo=0O4na
Eq. 3.54, resultando em:

_ e [e—(zm)ﬁ e—(zn—xw?}
(3.66)

0=0,T(m+1 +3 +
Sm+3/2 ot Sm+3/2 Sm+3/2

A transformada inversa, obtida pelo emprego da Eq. (3.54), ¢ entdo aplicada obtendo-se:

0=04 F(m+l)(4z’)m+ % erfc(ZmH,ﬁ] + il { erfc(2m+l, (3%6)]4_6#0[2”1—’_1’%}} (3.67)
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3.3.2.2.6 Fluxo Prescrito/Convecgdo:

Usa-se os parametros k4=1, kp=1 B,=0 Bp=Bi ¢ fo=04 na Eq. (4.51), para obter a equagdo da
distribuicdo de temperatura transformada do caso: fluxo de calor prescrita na superficie A e convec¢ao na superficie
B obtendo-se:

7. Qiﬂf;};l) SN 3 [%%}j (e 2"+X)F+e‘(2”‘x)ﬁ) (3.68)

Expande-se o termo interno do somatorio em séries binomiais. A equacgdo anterior € reescrita no formato:

_ e—xx/? 0 n
H:QAF(mH) 3 + > g

n=1j

(]+1)F(n ]+1

C(n+1)(=28i)7 [ e (nrals o (2n-x )5
L m+32( 5 +Bi) sm+3/2(\/?+Bl,)j (3.69)

A inversa desta equacdo pode ser obtida com a aplica¢do das transformadas inversas dadas em (3.55) e (3.56)
obtendo-se:
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4r

0= QAF(m+1)(4T)m+12 erfc{Zm+l,L
\/_

0, T(m+ ) ()T (2m+2+p) (-1 +1+7 (0 —p—l)(\/?)(f -p-1)

r(].""1)r(”—j‘H)1"(2m+2)1"(p+1) Bi(p+2m+2_j)
o o | [P (epar) (o (nex)) L (20x)
+nZ=:1j§0p=O rgo F(j—p)F(rH)( Bi 41) erfe| j—p+r-1l, \/H +erfe| j—p+ L—W

_gBierBizT[erfc{j—p—l,M"‘Bi\/? +erfc j—p—l,(2n+x)+Bi T

(3.70)

3.3.2.27 Convecgdo/Temperatura Prescrita:

A combinag@o das condigcdes convecg¢do na superficie A e temperatura prescrita na superficie B resulta na

distribuicdo de temperatura obtida a partir da Eq. 3.54, apds a substituicdo dos seguintes valores para os coeficientes:
kA=1 szo BAZBI BB=1 ef():Bl.goo.

(3.71)

§:Bi¢9001"(m+1) e—x\/? i [(\/— Bz)] [e 2n+x)\/?+e—(2n—x)\/?}
( o\ W) | (es) (s —51)
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Como ja feito anteriormente, expande-se o termo interno do somatério em séries binomiais e distribui-se o
somatodrio obtendo-se a seguinte expressao:

(“1)" T (ne1)(28i)) e (2N

2o T(j+1)r(n—j+1) s’””(\/?+Bi)jH

sm+1 \/?-‘rBl. n=1 nfl(_l)n+ql—‘(n)(2Bl.)q e—(2n—x)\/?
+

i=0 T(g+1)I(n-q) sm+1(\/:+Bl.)q+1

6=Bif,T(m+1 (3.72)

Nessa expressdo sdo aplicadas as transformadas inversas dadas em (3.55) e (3.56). Feita a transformada
inversa, apés alguma manipulagdo, a expressdo pode ser reorganizada tendo como resultado final:



70

0= ewr(mﬂ)[zzm N

¥ Bix+Bi’t . .
o (—Bi)z’" erfC[rH,\/FJ—(_Bi)(Zm)erfc[l,ﬁwtl?z\/?ﬂ

0, T (m+ )0 (n+1)T(2m 14 p Y1pm 14T 9202 [ U 7F)

r(j+1)0(n-j+1)0(2m+1)0(p+1)8i P +2m=7)

2m+p r(j+1—p+r)(—23iﬁ)r ~(2n+x)
TGy e Jar

Bix+Bi’r o (2n+x) .
- iy =) +B
e erfc[] p \/E i /TJ

O, T (m+1)0(n )U(2m+1+p )(- 1)2m*”+q224—P(ﬁ)(q -r)

I(g+1)C(n—q)r (2m+1)F(p+1)Bi(P+2m—q)

2m+p F(q+1—p+r)(—Bi 47 )r

e
r=0 T(g+1-p)r(r+1) erfc{q pErs \/H
_eBix+Bz'zrerfc(q_p, 2n4Tx

—
|
S—
+
%
B
~—

|

(3.73)
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3.3.2.2.8 Convecgdao/Fluxo Prescrito
Para a aplicag¢@o das condi¢des de contorno de conveccao na superficie A e de fluxo prescrito na superficie B

aplica-se os coeficientes k4 =1, kg=1, By=Bi  Bp=0 ¢ fo=Bi0, na Eq. (3.54), resultando em
2n+x)\/7 e—(Zn—x)\/?
(3.74)

(=) =

Como realizado anteriormente, o termo interno do somatorio ¢ expandido em séries binomiais e, em seguida

ef(2n+x)\/?

Bi o F(m+l) e_x § i

0= wm” (\/_+Bl) n=l

N

distribuindo no somatorio. Com isso obtém-se a seguinte expressao

_ oS o 1 T(nel)—28)
Q:Bié’wl"(erl)SmH o +Bi9wF(m+l)n§l § (( :1))((n_j_')_l)sm+l(\/?+3i)j+l
oo n—1 r( )(_2Bl.)q e*(2n7x)\/? (3.75)
+Bi0,T(m+1)Y > 1
ns14=0T (g+1)r n—q)sm+1(\/;+3i)q+

Finalmente aplicam-se as transformadas inversas, dadas pelas Eqs. (3.55) e (3.56). Apos reorganizar a

expressdo anterior, chega-se a seguinte expressao
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0= HwF(m+1)[2£ N

Bix+Bi’z

2 i) ”f{r”’ﬂ_r j_(_B,-)(zm)”f{L et ]J

0, T (m+ )0 (n+1)T(2m+1+p )17 2277 p\/_f -»)
r(j+1)0(n-j+1)0(2m+1)0(p+1)8i P +2m=7)

wer r(jeimprr)2mic) (L (2nex)
Eo C(j+1-p)r(r+1) erfe| j—p+r, Tar

_eBierBizrerfc[j_p,(zn+x)+Bi\/7

Hoof(m+1)r(n )F(2m+1+p)(—1)2m“122q—p (\/7)(4 -r)

F(q+1)r(”—q)F(2m+1)F(p+l)Bi(p+2’”‘q)
2y r(q+1—p+r)(—Bz' 47 )r
r=0 F(Q+1—p)l"(r+1)

_eBix+Bi2rerfc{q_p’ (2n_x)+Bi\/7
Jar

erfc[q—p-i-r,(

(3.76)
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3.3.2.29 Convecgdo/Convecgdo:

Para obter a distribui¢do de temperaturas para o ultimo caso, convec¢do em ambas as superficies, os seguintes
valores sdo substituidos na Eq. 3.54: k4=1, kg=1 By=Bi Bp=Bi ¢ fo=Bi0, levando a seguinte expressio:

. —x : e n+x) N e—( n—x) s
ézglewr(mn) e [Ex/_ B)} ((2 Is s (3.77)

g (fwl) E\Wees)) | (sva) (s -a)

Novamente expande-se o termo interno do somatério em séries binomiais e distribui-se o resultado no
somatoério obtendo-se:

22” r(2n+1)(=28i)) e (rexls
e w | 20T (+1)r(2n-j+1) m+1(\/_+Bl)
g+l \/?+B,' +,§1 2n- lr(zn)( 23,) e—(zn_x)\/?

+qzo F(q+1)F(2n q) m+l(\/_+Bl)

(3.78)

A transformada inversa é obtida aplicando-se as expressdes dadas pela Egs. (3.55) e (3.56), para obter, apds
manipulagdo, a expressao:
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0=0, r(m+1)[ 3y (iac )

o 2n j-1

X XX

n=1j=0p=0

o 2n-1g-1

n=1 q:() p:()

Bix+Bi“t

Zo (i) f[m_ ]‘E_B,y >efc[ F=reiE H

0, T(m+1)T(2n+1)T(2m+1+p (1" 7 2 j—p—l\/?(j -p-1)

r(j+1)0(2n-j+1)0(2m+1)0 (p+1)Bi P +2m=7)

zrrgPM( B,\/_) erfc[] —p+r— l(znTJr:)

r=0 F(j—p)r(r+1)
‘eBiHBizrerfC[j -p-1 —(2n+x)+Bi\/7
b ‘J_

0, T(m+1)0 (2 )T (2m+14p )(-1P"+9 2247P~ 1\/—9 -p-1)
[(g+1)r(2n-g )T (2m+1)0 (p+1)Bz(p+2m q)

=0 T(g-p)r(r+1

2mz+p M(_Bi\/ﬂ)reﬂc[q—p+r—lj(

_eBix+B[21'e’fc[q_p_1 (2n—x)+Bl\/7
’ Jar

2n—x)

Jar

|

|

(3.79)
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3.4 SEPARACAO DE VARIAVEIS

Nesta seccdo sdo apresentadas as solugdes matematicas para o
problema proposto no inicio do capitulo usando a técnica de separagéo
de variaveis. Sera apresentado inicialmente o desenvolvimento de forma
unificada para o conjunto de condigdes de contorno no caso do dominio
de solido finito. Em seguida sera feita uma breve andlise sobre o caso do
dominio de sélido semi-infinito.

3.4.1 Solido Finito

Novamente parte-se da equacdo de conducdo de calor
unidimensional em sua formal adimensional, Eq. (3.2), e as condi¢des
de contorno, Egs. (3.5), e inicial na forma geral e adimensional

0=0 em 7=0 (3.80)

Conforme descrito no capitulo 2, conforme a metodologia de
separacdo de variaveis, arbitra-se que a solugdo 6 possa ser escrita como

uma soma de duas fungdes: & e 9». A fungio Y» é a solugdo do
problema em regime permanente e ¢, é a solugdo transiente do
problema. Fazendo a substituicio ¢=% *%p na equagio e nas

condi¢des de contorno o problema pode ser dividido em dois: um para
regime permanente e outro para transiente.

3.4.1.1 Regime Permanente
A formulagdo do problema em regime permanente consiste da

equagdo diferencial sujeitas as condigdes de contorno e inicial,
respectivamente:

06,, 0°6,
—P__ P 3.81.
or a2 (3.81.2)
20,
—ka— =+ Ba0p =14 em x=0 (3.81.b)

26,
+Bg6,,=0 em x=1 (3.81.¢c)
pe
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0,=0 em 7=0 (3.81.d)

Leva-se em conta a variavel temporal, pois na situagdo de fluxo
prescrito nas duas fronteiras, ndo hd uma solu¢do de regime permanente.
Existe, neste caso, uma solucdo estavel transiente, em que todos os
pontos do dominio de solugdo (em x) variam uniformemente com o
passar do tempo, de forma que os gradientes de temperatura internos
sejam mantidos constantes. Assim, de forma a apresentar uma analise
Ginica para todos os casos, escreve-se %» como sendo a soma de duas

fungdes: Fpr e Opx; essas solugdes sdo dependentes apenas das
variaveis temporal e espacial, respectivamente. Substituindo essa
relagdo na Eq. (3.81.a) tem-se

0p: 00y

P (3.82)
X

Arbitrando-se uma constante de conexdo, “4p, pode-se separar
essa equagdo em duas:

2’0
Opr _, & 2 O

=1 3.83
or 4 ox? b ( )

Essas equagdes tém como solugdo

PR L),

px pT 1p (1—x)+C © QPT:APT+C3P (3'84)

2p

onde Cip, C2p ¢ C3p sdo as constantes da solucdo e a solugdo de

Opx & escrita em (l—x) por simplicidade devido a condigdo

homogénea existente em Xx=1. Somando as duas solugdes e

rearranjando os coeficientes a expressdo para Orp pode ser escrita na

forma

0, =/1p[(l_2x) +rj+Clp(1—x)+Czp (3.85)
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e a derivada espacial
—L =-2,01-x)-C, (3.86)

Substituindo essas expressdes nas condi¢des de contorno tém-se,
apos alguma manipulacdo algébrica,

B
A (kA+ 3 +BATj+Clp(kA+BA J+Cop By=14 (3.87.a)

ApBpt—Ci)pkp+Cs), Bg=0 (3.87.b)

Para todas as combina¢des de condigdes de contorno, com
excegdo da solugdo de fluxo prescrito nas duas superficies, existe uma

solucdo de regime permanente que nao depende do tempo, por isso

considera-se 4» =9¢ as condi¢des tornam-se:

Cip(kg+By H+Cap By=14 (3.88.2)
Cipkp=Cap By (3.88.b)

Solucionando-se o sistema (3.88) de acordo com as condigdes de
contorno, ou seja, substituindo valores adequados para os pardmetros
ky, kg , By, Bg e fsobttm-se as solugdes em regime
permanente.

Se for tentado resolver o sistema (3.81) para o caso representado
pela condicdo de fluxo prescrito em ambas as superficies do sdlido, (
k,=1 k,=1 B,=0 B,=0) obter-se-4 uma indeterminagio. Assim,
nessa situacdo, define-se €2p =9 pela condicdo inicial (3.81.d) e

calcula-se Cip e 4

p com as condi¢oes de contorno. Desta forma as
Eqgs. (3.88.a) e (3.88.b) fornecem os parametros Ap=04 ¢ C1p=0

respectivamente. A solucdo de regime permanente se apresenta na

forma:
QA[I <) J (3.89)
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A Tabela 3.1 apresenta os pardmetros, as constantes e as
expressdes para as distribuicdes de temperatura em regime permanente
para todos os casos analisados neste trabalho.

3.4.1.2 Regime Transiente

Para o regime transiente a equagdo diferencial e as condi¢des de
contorno sdo respectivamente:

06, 0°0
w2 % (3.90.2)
or o0x
_kA%+BAgtr:o em x=0 (3.90.b)
3.90.
kBaetr +B30ﬂ,:0 cm le ( C)
X

e como a condi¢do inicial original é 0=0 o 0=0,+6, logo, a
condi¢do inicial para o regime transiente ¢ dada pela solugdo de regime
permanente, Eq. (3.85), avaliada em 7=0 com sinal invertido, ou seja:

_—)+C1p(l—x)+C2pJ em =0 (3.91)



Tabela 3-1 — Relacdo das condi¢des de contorno e solu¢do em regime permanente

x=0|x=1|ky| By S kg | Bp Cip Crp Ap Solucdo
T |1t ol 1|6 | 0|1 0,4 0 0 6, =0,4(1—x)
T F | 0] 1 0,4 1 0 0 04 0 Oy =04
. 64 04 .
| CopB =4 _(Bi(l-x)+1
T C 0 1 04 1 Bi 2p Bl Biil 0 ip Bi+1( i(1-x)+1)
F | T [1] 0] 0| o1 0, 0 0 6,y =04 (1-x)
(1-x)
F F 1 0 04 1 0 0 0 04 0, =04 T+T
T om | & oy
F |l c 1] o oi| 1 |Bi| Cpbi : 0 | 6,==2(Bi(l-x)}+1)
Bi Bi
Bio Bi6
i | Bi®, : - 6, = 2 (1
C T 1 Bi 10y 0 1 (1+Bi) 0 0 D (1+Bi)( )
C F | 1| B |Bio, | 1 | o0 0 0, 0 6, =0,
. . . . o 12
C C 1 Bi Bi Hoo 1 Bi CZp Bi 2+OOBZ' 0 p = 2+OOBZ (Bl(l—x)+1)
T — Temperatura Prescrita; F — Fluxo Prescrito; C- Convecgéo

79
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Note-se ainda que a condi¢do de contornoem X=0 n3o comsi-

dera a fungdo f,, ja considerada na solugdo em regime permanente.
Para a solu¢do do problema transiente, seguindo a metodologia

apresentada no capitulo 2, escreve-se a solu¢do desejada como um

produto de duas solugdes (Kreyszig, 1999): uma dependente somente da

posicdo, G, e aoutra, 6, somente da variavel temporal, ou seja:
O =Op O (3.92)

Substituindo-a na equacdo (3.90.a) obtém-se, apds simples
manipulagdo algébrica,

106, 1286,

(3.93)

Arbitrando-se uma constante de conexdo, — ;th , pode-se separar

essa equagdo em duas:

106,
i s AP

5 o ; (3.94.2)
1 0%0

——r__Z (3.94.b)
Oy Ox

Essas equagdes tém como solugdo

0, =Cy; exp(— /Izt 2') (3.95.a)
O =Coysin( A, (1—x) - C5, cos( 2, (1-x)) (3.95.b)

onde Cir, Cr e C3 sdo os coeficientes da solu¢do. Juntando as duas

solugdes e rearranjando os coeficientes a expressdo para &y pode ser
escrita na forma

0, =(C1, sin (ﬂt (l—x) )+ C,, cos (/1, (l—x) ))exp(—/izt T). (3.96)
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e a derivada espacial

L3, (Cyeos(2,(1-x) - Cysin(2, (-0)Jerl- 2] 3.97)

Substituindo as expressdes (3.96) e (3.97) nas condicdes de
contorno (3.90.b) e (3.90.c) tém-se, apos alguma manipulagdo algébrica:

Cy (kq 2, cos(2, )+ Bysin(2, ))=Cy (k4 2,sin(4, )-Bcos(2,))

(3.98.2)
kg A Cyy=Bpg Cyy (3.98.b)
Unindo-se as duas expressdes obtém-se:
B kg cos(4, J+Bysin(4, ))=
(3.99)

kp 2y (kya,sin(a, )-B,cos(2,))
com a qual, apos alguma manipulac¢do, obtém-se:
(Byky+Bykg A cos( 2, )= kghy 2-By By kin(2,)  (3.100)

que ¢ a equacdo transcedental de onde podem ser obtidos os autovalores
da solugdo, 4m. Reescreve-se a solugio na forma

1(C1m sin(lm (1 - x))+C2m cos(im (1 - x)))exp(— /12”, r) (3.101)

le:

T M8

Dos dois coeficientes restantes, um ¢ obtido pela expressdo
(3.98.b) , ie, A kB Cun=Bp Cam ¢ o Gltimo fazendo uso da condicdo

inicial, apresentada abaixo, e da propriedade da ortogonalidade das
fungdes trigonométricas (Kreyszig, 1999).
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(3.102)

g:‘(c”" sin(4,, (1—x) +C,,, cos (4, (1-x)))= _(% (1-xf +C, (1-x)+ CZPJ

Aqui se faz necessério a analise de duas possibilidades. Na primeira considera-se Bg#0, o que ocorre nas
condi¢des de convecgdo e temperatura prescrita na fronteira x=1. Neste caso, multiplica-se a Eq. (3.102) por B3 e
apos se inserir a Eq. (3.98.b) obtém-se a seguinte expressio

0 A
qu (BB sin(im (1 - x))+im ky cos(/lm (1 - x))): -B, (7”(1 - x)2 + Clp (1 - x)+ Cz,,] (3.103)
n=1

Assim, multiplicando a Eq. (3.103) pela expressio 55 sin( 2 (1=x) J Ay kg c08 (2, (1= ) e integrando
ambos os lados da equagdo em x entre 0 e 1, tém-se

ﬁMS

i(BB s1n( A (1 - x))+/1m kg oos(ﬂm (1 —x)))(BB sin(/ltm (1 —x))+/1,m kg cos(/llm (1 —x)))dx

(3.104)

—gBB(%P(l—x)z + Gy (1-x)+ Czp](BB sin( A, (1= ) J+ Ay kg c0s (A, (1= x) ) x

Da propriedade da ortogonalidade, nota-se que
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1 0,m#n
(j)(BB sin( 2y, (1=x) Ay kg 0o (A, (1=x))) (B sin( 2y (1= %) -2y i 008 (A (1= ) ) = {N(ﬂm,kB,BB Ve
(3.105)
onde N ¢ anorma ortogonal da func¢io (Kreyszig, 1999).
Assim, consegue-se resolver a Eq. (3.104) para a constante, obtendo-se
1 A
[Bp (zf”(l—x)2 +Cp, (1-x)+ CZPJ(BB sin( 4, (1= x) J Ay kg c0s (A, (1= x) ) x
Cipn=—2 1 (3.106)
[(Bgsin(4,, (1=x) } 4, kg cos( Ay, (1 x) P dx
0
Logo a solucdo em regime transiente pode ser reescrita
g OZO: exp(— ﬂ,zm T)(BB sin(ﬂ.m (1 - x))+ﬂ,m kg cos(ﬂ,m (1 - x)))*
Lo 1
n=1 . 2
Bpsin\A,, (1-x) )+, kgcos| 1, (1- d
E‘;(B ( tn( x)) mkp ( ln( x))) X (3.107)

1

(I)[/%p(l—x)z ve, (1_x)+c2p](33 sin( (1= 2) 2 ki co5( Ay, (1= )
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comos autovalores obtidos em (3.100). E a solugdo final 4 € apresentada no formato

9:(%’7(1 —xP +Cp,(1-x)+ Csz

3 expl- 2, 7)(Bsin( 2 (1—x) )+ A kg cos (2, (1 - x).

1 _ 3.108
n=l _[(BBsm(/1m (1—x))+ﬂm chos(ﬁm (l—x)))zdx ( )
0
1 ﬂ-zp 2 .
J|Z20-xP +Cp (1-2)+ G (Bysin( 2, (1= x) 1+ A, kg cos(A,, (1= x) )ld x
0
No segundo caso, considera-se Bz=0, implicando em Ci» =0 . A Eq.(3.102) torna-se entdo:
) ﬂ’p )
2C Comeos(2,, (1-))= - - 1=x)+ Gy (1-3)+ &y, (3.109)

Por sua vez, multiplicando a expresséo (3.109) por cos (4, (1-x)) e integrando ambos os lados da equagdo em
x entre 0 e 1 obtém-se

1

1C2m£008<lm(1—x))cos(/l (1- x))dx_—£[2 (1-xP+G, (1 x)+cszcos(/1tm(1 x))dx (3.110)

ﬁMg
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Da propriedade da ortogonalidade (Kreyszig, 1999), nota-se que

1 0,m#n
gcos(ﬂm(l—x))cos(ltm(l—x))dxz{N(ﬂm)’m:n (3.111)
Assim,
1, )
_[ T(I—x) +Clp(1—x)+C2p cos(/lm(l—x))dx
Copp=—" 1 (3.112)
Jcos2(/1m(l—x))dx
0
Considerando-se ~ a  restricdo  de Bp=0_  tem-se:

B4 COS(’ltn )=ka 2 Si“(ﬁm ) e 4»=0 e a solugio de regime
permanente pode ser apresentada da seguinte forma:

iy (1) Copos( 20 )

Op.=— > exp(—lzm r)cos(/lm (l—x)) :
n=l [cos? (ﬂm (l—x))dx
0
(3.113)
os autovalores sdo obtidos da equagdo transcedental:
BAcos(ﬂ,m )=kA2,m sin(ﬂm ) (3'114)

E a solug@o original é dada por
o=(c,(1-x)+C,,)-

\ j(c,p (1-x)+C,, )eos (4, (1-x))d x

i e(_iz”’ g cos (/Im (1-x)) 1
" Icos2 (}Lm (1-x) )d x

(3.115)
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3.4.1.3 Solugdo completa

A solugdo completa € obtida reunindo os modelos matematicos
para regime permanente com os de regime transiente, adotando-se os
valores corretos para os parametros, de acordo com as condi¢oes de
contorno consideradas.

3.4.1.3.1 Temperatura Prescrita/Temperatura Prescrita:

Para a condicdo de temperatura prescrita em ambas as superficies
do solido, deve-se adotar os seguintes pardmetros: k4=0, kp=0
B,=1, Bp=1¢ fy=04 para as condi¢gdes de contorno. Utiliza-se a Eq.
3.100 para o calculo dos autovalores, que, depois de substituidos os
parametros, resultam na expressdo Sin\4g )=0 , de onde se obtém que

Am =n7  Assim, aplicando-se os valores obtidos na Tab. 3-1 na Eq.
3.109, esta torna-se:

(1 —x)sin(n;r(l —x))a’x

[ —

0=0,(1-x)-0, 3 e ™ sin(nz(l-x)) L
n=0

(j)sinz(nﬂ(l—x))dx

(3.116)
Calculando as integrais:
1 . (_1)n+1
j(l—x)sm(mr(l—x))alx:7 (3.117)
0
e

1 5 1

jsin (nﬂ(l—x))dxza (3.118)

0

Pode-se reescrever a Eq. 3.116 na forma:
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HzﬁA{(l )—% io: (_1)n+1 exp(—nzﬁzr)sin(nﬂ(l—x))} (3.119)

n=1

3.4.1.3.2 Temperatura Prescrita/Fluxo Prescrito:

Para o caso temperatura prescrita na superficie A e fluxo prescrito na superficie B, utilizam-se os valores para
os parametros k4=0, kp=1 B, =1 Bp=0 ¢ fy=04, na Eq. 3.115 para determinar a distribuicdo de temperatura,

cujos autovalores s@o obtidos a partir da solugdo da expressdo cos( 2, )=0 (Eq. 3.100), que resulta em
l,n:(2n—l )7[/2. Aplicando-se ainda os valores das constantes de acordo como a Tab. 3-1 (relativas ao regime

permanente), a Eq. 3.115 torna-se:

}cos((z”z‘l)ﬂ(l_x)jdx

2
0=0, I—Zexp[ @7{2?}008((22_1)7[(1—)0) 10 (3.120)
n=l _[cosz((zn_l)ﬁ(l—x)jdx
0 2
De maneira analoga ao que foi feito anteriormente, calculando-se as integrais:
1 _ _1\n+l
jcos(wﬂ(l—x)jdx:& (.121)
0 2 (2n-1)x
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1
jcosz(@iz(l—x)jdxzé (3.122)

Pode-se reescrever a Eq. 3.120 na forma:

{1__252’11)":) ( @;ﬁq cos((znT_l)ﬂ'(l—x)j } (3.123)

3.4.1.3.3  Temperatura Prescrita/Convecgdo:

Aplicam-se os valores aos parametros: k4=0, kg=1_B,=1_ Bp=Bi ¢ fy=04 na Eq. 3.109 para obter-se a
distribuicdo de temperaturas para um solido sujeito a temperatura prescrita na superficie A e convec¢do na superficie
B. Os autovalores sdo obtidos da expressdo A, cos (/1 m ):—Bi sin (2, » )» que ap6s manipulagdo, resulta na

equagdo transcedental: _Am/&:tan( A, ) Os autovalores sdo determinados numericamente. A distribuicdo de

temperatura, apos a substituicdo de valores das constantes convenientes dadas na Tab. 3-1, ¢ entdo dada pela

expressao:
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0= B1+1(Bl(l x)+1)
. j Bz (1-x)+1 stm(ﬂm (1—x))+ﬁm cos(lm (l—x)))dx
- éA Zexp(—/lzm r)(Bi sin(/im (1—x))+ A, cos(ﬂ,m (1—x) 0 1
Bi+1aa J.(Bz sm(l (1-x) )+ A, cos(/lm (1-x) ))2 dx
0 (3.1249)
Calculando-se separadamente as integrais:
j;(Bi(l—x)H)(Bisin(/lm(l—x))+ﬂmcos(/im(l—x)))dx:—(HBi )eos (2, ){%ﬂi} (3.125)
e
Lo 2 ﬁm( 2 ) Bi  Am
g(Blsm(/im(l—x))+ﬂ.mcos(ﬂm(l—x))) dx:T cos (lm )+Bl E+E (3.126)

a Eq. 3.124 assume a forma:



90

0=0, {1— Bix T %O: exp(— 2, r)(Bisin(Am (l—x))+/1,,, cos(/lm (l—x)))«(ﬁczosﬂn)h)} (3.127)
n=12m cos“\ Ay, )+Bi

3.4.1.3.4  Fluxo Prescrito/Temperatura Prescrita:

A distribuicdo de temperatura para as condigdes de contorno no sélido: fluxo prescrito na Superficie A e
temperatura prescrita na superficie B é obtida com o emprego dos valores k4 =1, kg=0 B,=0 Bp=1¢ fo=0 .
Emprega-se também as constantes adequadas obtidas da Tab. 3-1, juntamente com os autovalores obtidos da Eq.

3.100, a partir da expressao cos (A, )20, de onde se obtém que /1m :(2n—1 )71'/2. Assim, a Eq. 3.109 se torna em:

o ) jl'(l x)sin[(zn_l)ﬂ(l )jdx
"~ ! ( ’ ISIHZ((znz 2 ( )jdx

Conhecendo-se as solugdes das integrais:

jf(l—x)sin((znT_l)ﬁ(l—x)jdx=ﬂ (3.129)
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1
. 2n-1 1
Ismz w7r(1—x) dx=— (3.130)
2 2
a Eq. 3.128 pode ser reescrita na forma:

(S N | R

4

3.4.1.3.5 Fluxo Prescrito/Fluxo Prescrito:

Para o caso das condi¢des de contorno fluxo prescrito em ambas as superficies, aplicam-se os seguintes valores
aos parmetros k4 =1, kg=1B4=0 Bp=0 ¢ fo=04, os quais levam a equacio de autovalores (Eq. 3.100) para
a forma Sin(/l,, )=0 da qual obtém-se 4,=n7 . Com isso, a Eq. 3.115 torna-se

1

] j[(l_zx)z+r}os(n7r(l—x))dx

i exp(— n? r? r)cos(n;r(l - x))o . (3.132)
E‘;COSZ (nz(l-x))dx



92

De maneira andloga ao que foi feito anteriormente, fazendo-se as integracdes:

ﬂ%ﬂ}os(m )=t

cos2(niz(1—x))a’x=l

>

S — —

pode-se reescrever a Eq. 3.132 na forma:

a_QA{@M]_i S exp(n r)cos(nﬂ(l—x))}

T

(3.133)

(3.134)

(3.135)
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3.4.1.3.6 Fluxo Prescrito/Convecgdo:

A condigdo de fluxo prescrito na superficie A e convec¢do na superficie B é reproduzida considerando-se os
valores k4=l kp=1 B,y=0 Bp=Bi e [fo=04. O autovalor ¢é calculado pela expressio
Bicos( 4 )=24sin(4,, ) (ver Eq. 3.100) e precisa ser obtido numericamente. Desta forma, a solugdo dada pela Eq.
3.109, apés a aplicagdo de parametros adequados, pode ser escrita na forma:

9=Q—”f(Bi(1—x)+1)

Bi

[y S——

0 (Bi (1—x)+1)(Bisin (4, (1-x) )+ 4, cos (4, (1-x) ))d x
—?‘;;exp(— A r)(Bisin (xlm (1-x) )+ A,, €08 (/1," (1-x) ))

'l[(Bi sin(lm (1-x) )+/1m cos(/l,,, (1-x) ))2 dx

(3.136)

Calculando-se separadamente as integrais:

j(Bi(l —x)+1 )(Bisin(/lm (1 —x))+/1m cos(lm (1- x)))dxz—(1+Bi )cos(lm ){ﬂ+ﬁ) (3.137)

A Bi

n
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[

A Eq. 3.136 assume a forma:

0=22(Bi(1- )+ 1)+ £ Y. Zewpl- 2, e)(Bisin( 2, (-

Bi Bi .5 A,

3.4.1.3.7 Convecgdo/Temperatura Prescrita:

(Bisin(/im (l—x))+/1m cos(ﬂ,m (1 —x)))zal)cz/iTm(cos2 (lm )+Bi)£

Bi  Am

i, +71J (3.138)

~ \(1+Bi)cos(/1m)
X))Mm cos (4, (1 X)); cos? (2, )+ Bi (3.139)

A combinagdo de condigdes de contorno: convec¢do para a superficie A e temperatura prescrita para a

superficie B, apresenta o conjunto de parametros: k4 =1, kp=0 B, =Bi Bp=l ¢ fo=Bi0,
3.109, aplicando-se os autovalores dados pela expressdo transcedental A, cos(im )=—Bi sin(im

3.100), se apresenta como:

(/1[” (l—x) 0 -

« , de forma que a Eq.

) (ver Eq.

1
J.l X sm 1 x))dx
(3.140)

J.sinz(/lm (1-x) )dx

0
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Obtendo-se as expressdes para as integrais:

j’ 1-x)sin( 4, (1-x) )d x = I;IBZ sin( 2, ) (3.141)
0 tn

(S
}sinz(lm(l—x))dxz (/12 n +Bisin? (,, )) (3.142)

0 222

a distribui¢do de temperaturas dada pela Eq. 3.140 pode ser expressa no formato:

gzﬂw_){(l_x)_ziexp(—f 7)sin (4, (1- x))( (1+ Bi)sin 4, ) } (3.143)

(1+Bi A m + Bisin® (ﬂm ))

3.4.1.3.8 Convecgdo/Fluxo Prescrito:

Para a combinag¢do de condigdes de contorno: convecg¢do na superficie A e fluxo prescrito na superficie B
deve-se empregar os valores kq=1 kp=1 By=Bi Bp=0 ¢ [fo=Bi6, (s autovalores sio obtidos
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numericamente a partir da expressao Bi cos (im )zﬂ,m sin(/tm ), resultante da Eq. 3.100, de forma que, uma vez

adotados os valores convenientes para as constantes da Eq. 3.114 (ver Tab. 3-1) esta pode ser expressa na forma:

8

jcos()tm (1 —x))dx

0=0,11-> exp(~ 2, 7)eos (2, (1 - x) ) (3.144)
" Icosz (ﬁ,m (1-x) )dx
0
Determinando-se e substituindo as integrais:
. .
[cos(2, (l—x))a’xzw (3.145)
0 ﬂ’tn
e
[ |
J-cos (ﬂm (l—x))dx:—(lJr—_sm (/Im)j (3.146)
0 2 Bi

a Eq. 3.144 apresenta o formato:
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Hzﬁw{l—i 2Bi exp(—/lzm T)cos(/lm (l—x))( .sin.(lm) } (3.147)

= A Bi +sin” (1”1))

3.4.1.3.9 Convecgdo/Convecgio:

Finalmente, para determinar as distribuicdo de temperaturas para um sélido sujeito a convec¢do em ambas as
faces, deve-se adotar os seguintes valores para os parametros: k4=1, kg=1B,=Bi Bp=Bi ¢ fy=Bi0,, Os
autovalores, determinados a partir da substitui¢do destes parametros a Eq. 3.100 é obtido a partir da solugdo numérica

da equacio transcedental: 2Bi4,, COS(ﬁm ) (12 )Slfl(/1 m ) A solug@o ¢é entdo:

0,
2+ Bi

0= (Bz (1 x)—i— l)

(81— ) 1)(Bisin( 2y, (1= x) e 24y co (2, (1) ) x
Z eXp( )(Blsm(ﬂm (l_x)>+2’tn COS(ﬂm (l_x)))o 1

g(Bisin(,zm (1)} A cos (2 (1- x) )2 dx

ZBz

(3.148)

As integrais podem ser avaliadas como segue:
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Jl'(Bi(l—x)H)(Bisin(/%m (1= x) 2y c0s (A, (1= x) )d x=—(1+ Bi )eos (4, )[%%”J (3.149)
0 m Dl
e
}(Bisin(l (1—x)>+/1 cos(/i (l—x)))zdx = *in (cos2 (/1 )+Bi) ﬂ+/1_m
! m n n = n A, Bi (3.150)
Desta forma, a Eq. 3.148 assume o formato:
B Hw . _ = i 2 . . _ _ \(l+Bi)COS(ﬂ,M)
0= 21 B {(Bl (1 x)+ 1)+ ; ’n exp( A, T)(Bl sm(ﬂ,m (1 x) )+ﬂm cos (ﬂm (1 x) )/(cosz (lm )+Bi )

(3.151)

3.4.1.4 Solugdo com condi¢do de contorno transiente

Todas as solugdes desenvolvidas utilizando-se o método de separagédo de variaveis podem ser estendidas para
situagdes em que as condi¢des de aquecimento sejam dependentes do tempo utilizando-se o teorema de Duhamel
(Meyers, 1998). Para aplicagdo do teorema a solugdo desenvolvida para a condigdo constante unitaria, obtida na se¢do
3.4.1.3, € derivada em relac@o a 7. No caso das solu¢des desenvolvidas pode-se observar que apenas o expoente da
fun¢do exponencial apresenta dependéncia com a 7. Realiza-se a seguinte substitui¢do, 7=u- 7 onde u ¢ uma variavel
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de apoio. A derivada €, entdo, multiplicada pela fun¢@o da condi¢do de contorno temporal com u substituindo 7. A
expressdo obtida ¢ integrada na variavel muda, u, entre zero e a varidvel temporal original, 7. Realizando todas essas

. .. B
operagdes a  partr da Eq. (3.108) e substitundo A =0, C, = By (hy Bj Yeky By
kg .
Cy, = , devido a solugdo do sistema dado em Eq. 3.89. tém-se a expressio
2 (B (ky+By)+kp By) ¢ 1 P

(BB sin(/’tm (1—x))+/1m kg cos(/im (l—x)))
(Bg (kyq+By )+kp By)

0 T
9:2 (e_ﬂzmT'ffA(u)/ﬁtzm eﬂzmudu *
n=1 0

(I)(BB (I—X)+k3)(BB sin (im (1—X))+ﬂm kg Cos(irn (1-x) ))dx (3.152)

(BB sin(ﬂ,m (1—x))+/1m kg cos(/lm (l—x)))2 dx

O —_— =

onde a condigdio de contorno varidvel é dada por f, (z). Analisando-se, caso-a-caso ou calculando-se as integrais

pode-se verificar que
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(B (1=x)+ k) (B sin( 2, (1=x) }+ A, kg cos (2, (1-x) )d x

O —_

By (ky+B, +hg B,)[(Bysin( 4, (1-x) )+ 2, kp cos( 4, (1-x) )2 dx 515

O —_—

2
Ao\ (2h g kg +ky By + Bk Ay sin(Ay )-(By By +ky By +Byky—kykg Ay> Joos(2y )

e, com isso, a Eq. 3.152. pode-se reescrita na forma

(kB Am COS((I—x)/Im )+BB Sin((l—x)ﬁ,m ){e—ir,frj-f/l( )/ltnz Aulu du
0

> 2
§ Jn ((2k g kg +hog By +B4 kg VA sin(2yy )-(By By +hy By +B kg —kskp 22 Jeos (2, )) (3.154)

que ¢ exatamente igual a solucdo geral obtida pelo método de Laplace na situacdo de tempo longo (Eq.3.41). Com
isso, as solugdes obtidas por separacdo de variaveis passam a ser matematicamente idénticas aquelas obtidas pelo
método de Laplace na situacdo de tempo longo. Por esse motivo, quando da comparacdo entre as solugdes somente
serdo consideradas as solucdes desenvolvidas pelo método de Laplace, embora os comentarios e avaliagdes sejam

pertinentes aos dois métodos.
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3.4.1.5 Soélido Semi-Infinito

No caso de solido semi-infinito, o método de separagdo de variaveis apresenta algumas particularidades.
Partindo-se da equacdo de condugdo de calor unidimensional, propde-se que a solucdo seja o produto de duas
fungdes, uma com dependéncia espacial e a outra temporal. A equagdo bem como as condigdes de contorno sdo
divididas obtendo-se assim dois problemas. As solugdes dos problemas separadamente ndo oferecem maiores
dificuldades e as solugdes encontradas para o perfil de temperatura s&o as mesmas do método de Laplace para solidos
semi-infinitos, como era de se esperar. Assim, nenhum desenvolvimento sera apresentado nessa situagdo, pois o que
poderia ser desenvolvido ja é bem conhecido da literatura (Ozisik, 1993).
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3.5 BALANCO INTEGRAL DO CALOR

Nesta seccdo serda desenvolvida a solugdo matematica por
Balango Integral do Calor. Este desenvolvimento ¢é a grande
contribuigdo do presente trabalho.

3.5.1 Montagem da Equacio Geral

Partindo-se da equagdo de conducdo de calor unidimensional em
sua formal adimensional e, conforme as descrigdes das etapas do
método apresentadas na revisdo bibliografica, integra-se a Eq. (3.1) no
espago dentro do intervalo delimitado de S, e S, , que sdo a forma
adimensional de A4 e Ap - apresentados no modelo fisico descrito no
inicio do capitulo, obtendo-se

d 00 00
i 7 e
Ta£ Ox 5 O0x " (3.155)

Enquanto que na literatura (Goodman, 1964) normalmente um
polindmio ¢ arbitrado como perfil de temperaturas, no presente trabalho,
arbitra-se a seguinte distribuicdo:

5 —x ) o, —x
0= s + 5 + 3.156
T T

onde as varidveis @, ¥, e @ sdo coeficientes a serem ajustados a
partir das condigdes de contorno e a variavel n (um nimero real) indica
o formato da curva de temperatura utilizada, conforme pode ser melhor
observado na Fig. 3-2. Observa-se nesta figura que a fungdo arbitrada
pode ser interpretada como a justaposicao de trés diferentes perfis: um
perfil dado por uma funcdo de grau n, um segundo perfil linear ¢ um
terceiro de valor constante. O perfil linear e o valor constante sdo
essenciais para satisfazer as condicdes de contorno na fronteira B,
enquanto que o perfil exponencial satisfaz o balango de energia devido
as condi¢des de contorno aplicadas as duas fronteiras.

O melhor ajuste da funcdo de distribuicdo de temperatura
arbitrado em relagdo a distribuicdo real se da a partir da escolha
adequada do parametro n, o qual varia de acordo as condi¢des de
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contorno a que o solido estd sujeito. Uma das maiores deficiéncias do
método integral é que o perfil de temperaturas ¢ sempre polinomial,
independente das condigdes de contorno do solido. Desta forma, a
grande contribuicdo do presente trabalho ¢ justamente a atribuicdo de
diferentes valores deste parametro, de forma a se obter a melhor
distribuicdo de temperaturas.

“0 0,—Xx
""" (/)2(58_64} "
P, i '(0[53—)(} +¢(5B—xJ+¢
------ Ny \e-s ) e e )T
@, IR O
Py x
5 5,

Figura 3-2 — Representagdo grafico do perfil de temperatura arbitrado
para o HBIM

Substituindo o perfil da Eq. 3.156 na Eq. 3.155 e realizando as
operagdes indicadas (derivadas e integragdes), conforme a terceira etapa
do desenvolvimento do método, obtém-se a expressao

d o, @ o n

—||——=+F+0, |\, -0,) |mr——= 3.157

df[[,m 2 ¢j( )j 6,3, .

Das condi¢des de contorno tém-se
o6

—-k,—+B,0=f, emx=6, (3.158.a)
ox

kB%-l-BBH:O em X=95, (3.158.b)
ox

Inserindo-se a Eq. 3.160 na Eq. 3.162.b obtém-se a expresséo
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?,
—ky, ————+ B, p,=0 3.159
B (53 _é‘A) B¢3 ( )

que tem como solugdo, através da definicdo de uma nova variavel
auxiliar @, as seguintes relagoes

9, =B, 9, (3.160)

2 :k—3¢0 (3.161)
(53 o §A)

Substituindo-se as relagdes 3.160 e 3.161 nas Egs. 3.156 ¢ 3.157
obtém-se, respectivamente

5,—x ) 5, —x k
O=¢p | —2——| +| B B + B
@1[53_5/1} {3[53_5/1} (53_5,4)} (3.162)

d o, BB%J o n
— | =+ 0,—0,)+k = 3.163
df[(n+1 2 G =0,) ks, (5,-6,) (3169

Agora utiliza-se a condi¢do de contorno dada pela Eq. (3.158.a)
com o perfil dado pela Eq. 3.162 obtendo-se, apds algum algebrismo
simples, a expressdo

:fA (53 _5A)_(kA BB +BABB(5B _5A)+ BAkB)(Do

)
n

1

Finalmente substitui-se a Eq. 3.162 na Eq. 3.160 para obter-se a
expressao para temperatura
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0= fA(53_5A) (53_35} n

n(kA-l-BA (53_5A)j 53_5,4
n
., (3.165)
(§B—xj+ ky  (k,B, +B,B, (53—5A)+8Ak3)£53—x} 0
’ 53_5A (53_6/1) n(kA+B 53 5A) 53_5/1 ’
e na Eq. 3.163 para se obter
i fA(53_5A)2 + 2kB+BB(5B_5A)_(kABB +BABB(53_5A)+BAkB)(63_5A)
dt 6,-5,) 2 6, -5,) ik
[kA+BABAJn(n+1) [kA+BABAjn(n+1)
n n
~ £ (k,B, +B,B,(5,—3,)+ B k)
- 6, -0,)) 6,-05,) i
(kA+BABA) (kAJrBAJ(é -5,)
n n

(3.166)
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A Eq. 3.165 ¢ o perfil de temperatura arbitrado ap6s o ajuste dos
coeficientes as condi¢des de contorno e sera chamado de perfil basico
deste ponto em diante. Na expressdo do perfil basico aparecem as
variaveis /., k,, k,, B.e B, que sdo fornecidas na definicio das
condi¢des de contorno especificas do problema que sera resolvido.
Entretanto, as varidveis O,, S,e @, podem ou nio serem fornecidas.
Usualmente duas sdo fornecidas e a terceira é calculada com o uso da
Eq. 3.166, que sera chamada de agora em diante de equagdo principal e
servira de referéncia aos desenvolvimentos de solugdes de cada caso
analisado.

Finalmente, a varidvel n é objeto de um estudo especifico no
presente trabalho, pois com ela é feito o ajuste da solucdo e,
consequentemente, minimizado o erro de aproximagdo da solugdo.
Existem duas abordagens para a determinac¢do do valor de n. A primeira
consiste na comparagdo direta da solucdo obtida com a solugdo
encontrada por um dos outros métodos. A segunda ¢ através do
procedimento desenvolvido por Langford (1973) em que o erro inerente
a aproximagdo do método é calculada através do minimo quadrado em
relacio a equacdo de condugdo original. A primeira abordagem ¢
utilizada para se obter o valor de n, enquanto que a segunda para se
aferir um valor numérico para o erro cometido ao se adotar este valor.

3.5.2 Solido Semi-Infinito

Considera-se um solido, sujeito a um fluxo de calor na superficie
A em regime transiente, como semi-infinito durante o periodo em que a
superficie B ainda ndo sentiu a acdo da fonte de calor. Desta forma, as
condi¢des na superficie B permanecem inalteradas, ou seja, sujeitas a
temperatura inicial. No instante em que a temperatura da superficie B
sofre uma mudanga de temperatura (este instante ¢ determinado pela
solu¢do do problema semi-infinito), o sélido passa a ser considerado
finito, uma vez que as duas condigdes de contorno devem ser avaliadas
na formulagdo do problema. Nesta se¢do, os problemas do sélido semi-
infinito serdo tratados e na proxima secao, do solido finito.

Para a familia de problemas do so6lido semi-infinito, considera se
que a superficie A esta na origem, ie. 9,=0, e que a superficiec B
encontra-se sobre o ponto de penetragio do calor, 9, =9 . Além disso,
pela definicdo do ponto de penetragdo do calor tem-se que a temperatura
nesse ponto ¢ igual a zero, o que leva a Eq. 3.162 a:
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kB
L9 =0 (3.167)
) %

que implica que, para a situagdo de solido semi-infinito, ¢, =0. Como
adotado neste trabalho, a funcdo de aquecimento da superficie A é dada
por f,=/,7". Apartir dessas defini¢des o perfil de temperatura basico,
dado pela Eq. 3.171, pode ser expresso pela expressao:

e for" 5_5 [1 - %jn (3.168)
n [kA +B, j ’
n
e a equagdo principal (Eq. 3.166) pode ser reescrita na forma:

4 o - T (3.169)
d (kA+BA5jn(n+l) [kA+BA§j
n n

A Eq. 3.169 ¢ usada para calcular a posicdo exata do ponto de
penetracdo do calor em funcdo do tempo, considerando-se que
inicialmente ele esteja sobre a superficie A, i.e 50)=0. & importante
notar que o perfil de temperatura bésico s6 ¢ definido para valores de
posicdo menores que o ponto de penetracdo do calor; para valores
maiores o perfil assume valor zero.

3.5.2.1 Temperatura Prescrita:

Para a situacdo de temperatura prescrita tém-se os parametros:
k,=0, B,y=l¢ f,=0,. Assim a Eq. 3.19 assume a forma:

d (" | _nt" 3.170
dr\(n+1) 5 (3-170)

que pode ser resolvida para 6 por separacdo de variaveis obtendo-se:
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) n(n+1)z‘
——(m+1/2) (3.171)

O perfil de temperatura basico, conforme explicado
anteriormente, s6 ¢ definido para valores de posicdo menores que o
ponto de penetragdo do calor, para posicdes maiores ele ¢ igual a zero.
Assim, substituindo-se a Eq. 3.171 no perfil de temperatura basico
(Eq.3.168), obtém-se a funcao por partes:

n

m x nin+l1)r
0,7"| 1 -———= XS |/~
nin+l)z \ (m+1/2)
0 — (3.172)
(m+1/2)
nin+1)z

° BRG]

que descreve a temperatura em todo o solido. A partir da Eq. 3.172 o
fluxo na superficie pode ser calculado pela expresséo

_%_0 o n(m+1/2 173
ox (n+1)7 (3.173)

Derivando-se no espago a solugdo obtida por Laplace em tempo
curto para a mesma condicdo de contorno, dada pela Eq. 3.15,
avaliando-a no  ponto x=0 e usando-se a relacdo

erfc ( a,0 )=l / [2“ F(; + ID (Abramowitz,1972), pode-se obter a

seguinte expressao para o fluxo de calor na superficie:

00_p C(m+1) 1
ox ' T(m+1/2)Jz

(3.174)
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Igualando-se as Egs. 3.173 e 3.174 encontra-se apds algum
algebrismo a relagdo

(n+1) (m+1/2)[r(”’“/2)]2 (3.175)

C(m+1)

a partir da qual determina-se o valor de » de forma a que o fluxo de
superficie calculado pela solugo seja idéntico ao obtido pela solugdo de
Laplace de tempo curto.

3.5.2.2 Fluxo Prescrito:

No caso do fluxo prescrito os pardmetros da fronteira sdo: £, =1

, B4=0 ¢ fo=04. Assim a equagdo diferencial basica pode ser
reescrita:

d ™5’ _ |
drt n(n+1) B (3.176)

Esta equacdo pode ser resolvida por separacdo de variavesis,
resultando numa equagdo semelhante a Eq. 3.171:

5 :n(n+1)r

(nr1) (3.177)

O perfil de temperatura, dado pela Eq. 3.168, entdo pode ser
escrito na forma:

n

a |[\n+1)7 b n\n+

ot 1- , X< |——

0= n(m+1) nin+l)r (m+
m+1

(m+1) (3.178)

0 ‘s nin+l)r
’ (m+1)
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e a temperatura de superficie obtida pela expressao:

n+l)r

0=0.7 n(m+1)

(3.179)

De forma similar ao que foi feito para a situagdo de temperatura
prescrita, a solu¢do obtida pelo método de Laplace tempo curto para o
caso de fluxo prescrito, Eq. 3.17, é usada para calcular a temperatura na

superficie, x=0, obtendo-se

F(m+l)

=T ne32)

(3.180)

Compara-se as Eqs. 3.179 e 3.180 para obter, apés manipulacio
algébrica, a expressao:

(n+1) _ (m“)(r('"“)]z (3.181)

n r(m+3/2)

Desta ultima expressdo se calcula o valor de n para que a
temperatura de superficie calculada pelo HBIM seja idéntica ao valor
obtido pela solugdo de Laplace de tempo curto.

3.5.2.3 Conveccao:

Por 1ltimo, no caso de sdlido semi-infinito sujeito a convec¢ao na
superficie, os parmetros assumem os valores k,=1, B4=Bi ¢

Jo=Bib, . Assim, a Eq. 3.169 torna-se:

i Tm 62 ~ Tm (3 182)
dz (1+Bi5]n(n+l) [1+Bz‘5j

n
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Neste caso adotar-se-4 um procedimento diferente. A partir dos
resultados obtidos para temperatura prescrita e fluxo prescrito, Egs.
3.171 e 3.177 respectivamente, propdem-se que a solu¢do do ponto de
penetracdo do calor seja da forma

5’ =M (3.183)

¢

onde a varidavel ¢ deve ser determinada. No caso de temperatura

prescrita ¢ =m+1/2 ¢ para fluxo prescrito ¢ =m+1_ Qutra verificagio
interessante ¢ que, a partir da comparacao das Eqs. 3.175 e 3.181, pode-
se escrever que:

(n+1)=¢( r(¢) )]2 (3.184)

n r(g+1/2

Assim, substituindo as Eqs. 3.183 ¢ 3.184 na Eq. 3.182, obtém-se
a equacao

a o i o
a [1 +Bivz (%D

r (3.185)
vemifz[ @)
r(¢+12)
Agora, a partir da solucdo calculada pelo método de Laplace em
tempo curto para a condicdo de conveccdo, Eq. 3.19, pode-se calcular a
temperatura de superficie

ASSIC

6,:49001“(71;1) i (—B"F)r_e&”erﬁ(m\/?) (3.186)
(—Bl) =0 r(”+1]

bem como o fluxo de superficie
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L0 pio.Tlmet) & (CBNE) i ()

Non 3.187
TR A I
2 2
e a razdo entre as duas é dada por
2m-1 | — ] !
Bi| e’ erfc(Bi\/; )— > ﬁB—l\/;L
89 r=0 r
™ F(2+1

X (3.188)

i(_lgim_e”zferfc:(f?i\/?)
)

Fazendo o mesmo com o perfil basico, Eq. 3.168, apds a
substituicdo dos pardmetros de fronteira e usando as relagdes dadas
pelas Eqgs. 3.183 ¢ 3.184. Tem-se a expressao

_o¢
zef(¢+l/2) (3.189)
0  T(4)r

Igualando-se as Egs. 3.188 e 3.189 tem-se que
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i el ) 5 2]

I(4+1/2) F(;Hj
+

= 3.190
) (3190

e

e inserindo-se a expressdo acima na Eq. 3.185, ap6s uma série de
manipulagdes algébricas a seguinte equagdo diferencial é obtida

7

4 e’ erfc(Bi\/; )—Zilﬁﬂ

dr "0 l"(r + IJ
2

A Eq. 3.191 pode ser integrada em 1, donde se obtém, apos
manipulagdes algébricas (Abramowitz,1972), a expressdo

L= eB'z’(ei’fc(Bz'\/?)—ZfﬁﬂZ
¢ e F(ZH)

(3.191)

" erfe (Bi\/? )—

$p=Bi’t

(3.192)

que € a solugdo procurada. Com essa solugdo pode-se obter uma
expressdo para n a partir da Eq. 3.184 e, entdo, para ¢ usando-se a Eq.
3.183. Essas duas solugdes podem ser inseridas no perfil basico dado
pela Eq. 3.168, para obten¢do da distribuigdo de temperatura para o caso
convectivo, que no presente caso ¢ dada por
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F(¢+%)z
oT (P (p+ 14f
o BiO, t" T (p)r - x
F(¢+%)+Bil“(¢)\/; F(¢)F(¢+%)«/?

TP -Tlp+ 1f

(3.193)

3.5.3 Solido Finito

Para o caso de solido finito considera-se que a superficie A esta
sobre a origem, ie 9,=0 e que a superficie B estd sobre a parte
posterior do sélido, ou seja, &, =1. Considera-se, por uma questdo de
continuidade com o modelo de soélido semi-infinito, que o periodo da
solugdo do solido semi-infinito se inicia no instante 7, , em que o ponto
de penetragdo do calor atinge o valor 1. Usando-se as relagdes das Eqs.

3.183 ¢ 3.184 tém-se:
r(¢) )
{ .
Ty = F(¢+1/2) (3.194)

e

Pelo mesmo motivo arbitra-se que o expoente n sera 0 mesmo
calculado no periodo semi-infinito no instante em que se iniciar o
periodo finito. Desse modo todas as varidveis, com excegdo de @, e ./,

, sdo consideradas constantes. Para ./, dada na forma /,7", a equacdo
principal, Eq. 3.170 pode ser reescrita na forma:
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(nkA+BA)(2kB+BB) (kABB+BABB+BAkB) d g,
2n n(n+1)

(3.195)
m f,

n(n+1)

m—1

+(k,B, +B,B, + Bk, )p, = fur" — T

para o calculo de @, , com condigdo inicial que 9,(z,)=0. A Eq. 3.195
pode ser rearranjada

Jld(oo
drt

+J,0,=G (3.196)

onde as duas variaveis, </, e J,, possuem valores constantes definidos
conforme a condi¢do de contorno pelas expressodes

_(nk,+B,)(2k, +B,) (k,B, +B,B,+Bk,)

J, = - 3.197
1 2n n(n+1) ( )

(§

J,=(k,B, +B,B, +B,kj) (3.198)

e avariavel G ¢ definida pela formula

me 7/_m—l

G:ﬁ]r’"—n(n+1)

(3.199)

A Eq. 3.196 ¢ uma equagdo linear de primeira ordem, cuja
solucdo é obtida em Spiegel (1973). Apos algumas manipulagdes, esta
solucdo pode ser apresentada na forma:

%:(i{ P n(n;—{A) fnzljexp(J;—ldefJexp(—J;lrj (3.200)

Esta expressdo pode ser integrada, gerando a seguinte solucéo
final:
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J\(J 1 J.z J, T J, T
=fTm+1))-——+| | ++——= || P m+,-———"|-Pm+1,—— -2 3.201
(00 fo (m { JZJ (JZ n(n+1)J( (m Jl J (m Jl ]jexp[ Jl ] ( )

onde a fungdo Pla,x) ¢ a fun¢do gamma incompleta conforme apresentado por Abramowitz(1972). Com essa solugio
o perfil de temperatura basico é dado por:

(nk,+B,) (nk,+B,)
JY(J 1 J.r J. T J. T

Tm+1) -2 | | s | Plm+1 =2 | _p 1220 _L
st (G A e o 57

que pode ser analisada para cada combinag@o de condi¢cdes de contorno, conforme se vera a seguir nesta segao.

ezfo Tm(l_x)n +(BB (l—x)+KB _ (KA BB +BABB +BAKEX1_X)”J'

(3.202)

3.5.3.1 Temperatura Prescrita/Temperatura Prescrita:

Para a distribuigdo de temperatura para o caso representado pela combinagdo de temperatura prescrita em
ambas superficies, tém-se os seguintes pardmetros: k, =0, k, =0, By=1, Bg=1 ¢ f,=0,. Com isso, é possivel

(n—1)

/= 1. Substituindo- 1 Eq
2n(n+1)e Substituindo-se esses valores na Eq

determinar os valores de /1 e /., no presente caso: J| =

3.202 se obtém o perfil de temperaturas:
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(3.203)
3.5.3.2 Temperatura Prescrita/Fluxo Prescrito:

Para a distribuicdo de temperatura em um solido sujeito as condigdes de contorno temperatura prescrita na
superficie A e fluxo prescrito na superficie B, adota-se os seguintes valores para as constantes: k, =0, ky=1,

e Jo=1,

1
By=1, Bp=0 ¢ fy=04 sio usados, calculando-se os valores de -/, e J,, no presente caso: J; = ( +1)
n
Substituindo-se esses valores na Eq. 3.202 obtém-se o perfil, que tem a forma:

0=0, " (1—x) + 1 —(1—x) o, T+ 1)(_ ﬁ}m Gj(p(m 1 1)2g )= P+ 1—(n+1) 2 ))exp (—(n+1) )

n+1
(3.204)

3.5.3.3 Temperatura Prescrita/Convec¢ao:

A solucdo para a distribui¢do de temperatura no solido para as condi¢des temperatura prescrita na superficie A
e conveccio na superficie B sdo reconstruidas usando-se os seguintes coeficientes: k =0, kB =1, By=l, Bp=Bi ¢



119

2+ Bi)(;n?;);l;(& +1) e J2 =(Bi+1) sio calculados, empregando-se as Egs. 3.197

f0=04. Assim, os valores J; =

e 3.196, e substituidos na Eq. 3.202, que pode ser reescrita como:

0=0,7"(1-x)"+ (Bi(l—x)+1—(Bi+ 1)1-x)" )gA (m +1{_ (2 +f}i)((:;l))(;fﬁ:)’+1))’” ‘

( (2+ Bi) j[P[mH’_( 2n(n+1)(Bi+1)z, )]_ P(m+1,—( 2n(n+1)(Bi+1)r )J]exp[_ - 2n(n+1)(Bi+1)z j

2n(Bi+1) 2+ Bi\n+1)-2(Bi+1 2+ Bi\n+1)-2(Bi+1 +Bi\n+1)-2(Bi+1)

(3.205)

3.5.3.4 Fluxo Prescrito/Temperatura Prescrita:

Para o problema cujas condi¢oes de contorno sdo fluxo prescrito na superficie A e temperatura prescrita na
superficie B empregam-se os seguintes valores para os coeficientes: k, =1, k, =0, B4=0, Bp=l ¢ Jo=94. Com

n(n+1)—2

isso, determina-se 0s parametros J1 e J2, obtendo-se J1=m e J2=1. Todos esses valores s3o

substituidos na Eq. 3.202, de onde obtém-se a expressao:
PR " (1-x)' 4{(1—)6)— (1-x)" ]Q—;F(m+l{— n(n+l)—2]m(1{m+l’_2n(n+l)ro j—P("H'L— 2n(n+1)c ]]exp[— 2n(n+1)r}

n n 2n(n+1) n(n+1)—2 n(n+1)—2 n(n+1)—2
(3.206)
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3.5.3.5 Fluxo Prescrito/Fluxo Prescrito:

Para as condi¢cdes de contorno fluxo prescrito em ambas as superficies do solido, deve-se empregar a Eq.
3.206, onde os pardmetros assumem os valores: k, =1, k, =1, B4=0, Bg=0 ¢ fo=0,. Neste caso, a variavel /2

torna-se nula e, consequentemente, uma divisdo por zero surge quando os valores sdo substituidos na Eq.3.206. Por
isso, neste caso, emprega-se a Eq. 3.199, que uma vez substituidos os valores, ficana forma:

d@o m ‘”QA m—1
—_— T —_— 7
dr 2, n(n+1) (3.207)

que pode ser resolvida por integragdo obtendo-se como solugéo

_QAr’”” i m+1

(m + 1) B n(n + l)r (3:209)

?y

Com esta expressdo para o pardmetro @, pode-se substituir na Eq. 3.165, resultando no seguinte perfil de
temperaturas:

0=La(_yy 27" [1 mt] j (3.209)

n (m+1) _n(n+1)r
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3.5.3.6  Fluxo Prescrito/Convec¢ao:

Para a distribuicdo de temperatura no sélido sujeito as condigdes de fluxo na superficie A e convecgdo na
superficie B, deve-se empregar os valores k, =1, k,=1, B4=0, Bp=Bi ¢ Jo=04 na Eq. 3.202 e nas Egs. 3.197
(2+ Bi)n(n+1)-2Bi

2n(n+1)

¢ 3.198 para determinar os valores dos parametros: J; = e J2 =Bi Desta forma, o perfil de

temperaturas pode, entdo, ser apresentado por:

g=Lar 1=2] ’mf —)' +[Bi(l —x)+1 —%(1 —x)”jexp[— B f;ﬁ;:&i)f)l_rz BJQA T(m-+1).

[_(2+Bi)n(n+1)—28ijm[(2+Bi)](P[m+L_( 2n(n+1)Bir, ]_P(mﬂ,_( 2n(n+1)Bit D

2n(n+1)Bi 2 Bi 2+ Biln(n+1)-2Bi 2+ Biln(n+1)-2Bi

(3.210)

3.5.3.7 Conveccao/Temperatura Prescrita:

O perfil de temperaturas, resultante das condi¢cdes de convecgdo na superficie A e temperatura prescrita na
superficie B, ¢ obtido pela substituicdo dos valores dos coeficientes k, =1, k, =0, B4=Bi , Bp=1 ¢ fo=Bib, na
(n+ Bi)(n+1)-2(1 + Bi)

2n (n + 1)

Eq. 3.202. Para esses parimetros, determinam-se os valores J| = e Jo= (1 +Bi), com o0s

quais pode-se obter a seguinte equagao:



122

(n+Bi) (n+Bi) n+Bi)(n+1)-2(1 + Bi)
i) (st o sy i) Geay )
(3.211)

9:W+{(l—x)—mwl]e><p(— ( 2n{n+1f1 + Bi)e JBiHoo T(m+1).

3.5.3.8 Convecc¢ao/Fluxo Prescrito:

Ja no caso do sdlido sujeito a convecgdo e fluxo prescrito, nas superficies A e B, respectivamente, deve-se
empregar os seguintes valores aos coeficientes k,=1, k,=1, B4=Bi, Bp=0 ¢ Jo=Bib,. Os parimetros
(n+ Bi)2(n+1)-2Bi

2n (n + 1)
temperatura passa a ser dado pela equacao:

Ji =

e J2 = Bi sio obtidos. Substituindo esses valores e expressdes na Eq. 3.202, o perfil de

1-
(n +Bl) n+Bi)2(n+1)-2Bi

(_(n+Bi)2(n+1)—2BiJ'”((n+Bi)](P[m+L_(n 2n(n+1)Biz, J_P(mﬂ’_( 2n(n+1)Bit j]

2n(n+1)Bi nBi +Bi)2(n+1)-2Bi n+Bi)2(n+1)-2Bi

. 7 .
Hszerm(l—x) N 1_Bz(
(n+Bi)

x.)n ]exp [— ( 2n(n ki I)Bir JBin (m+ 1).
(3.212)
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3.5.3.9 Convecc¢ao/Convecgao:

Por fim, a combinagdo dos coeficientes k,=1, k,=1, B4=Bi, Bp=Bi ¢ [fy=Bif, constroem as

condicdes de conveccdo em ambas as faces em um so6lido. Com isso, pode-se calcular os pardmetros
g (n+Bi)(2+ Bi)n+1)-2(2+ Bi)Bi .
! 2n(n+1)
da Eq. 3.202, obtendo-se:

Jr=(2+ Bi)Bi , com os quais se determina o perfil de temperatura a partir

(n+Bi) (n+Bi) (n+Bi)2+Bi\n+1)-202+Bi 2nBi

_Bi@wz—"’(l—x)"+ (1 )e _(2+Bi)Bi(1-x)" o 2n(n+1)2+ Bi)Bit ; - (n+Bi).
g=""To ) [3 (1-x)+1 J p[ )BJB 0, T( 1)[7j

(_ (n+Bi)(2+ Bi)n +l)—2(2+Bi)Bijm (P(WL 2n(n+1)2+ Bi)Bir,

2n(n+1)2+ Bi)Bi

2n(n+1)2+ Bi)Bir D

(n+Bi)2+ Bi)n+1)-202+ Bi)BiJ _P(m e (n+Bi)(2+ Bi)n+1)-2(2+Bi)Bi
(3.213)

E importante lembrar que todas essas solugdes sdo validas para a condigdo de solido finito somente, para
tempos t maiores do que 7o, conforme explicado anteriormente. Assim, a solu¢do completa para a condugio de calor
obtida através do HBIM é composta de duas partes: a primeira para tempos menores do que 7o, na qual o solido se
comporta como um sélido semi-infinito, e na segunda com tempos maiores que 7o, na qual o sélido se comporta
como umsolido finito.
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4 ANALISE DE RESULTADOS

No capitulo anterior foram desenvolvidos quatro tipos de
solucdes para o problema de condugdo de calor unidimensional, s&o
elas: Método de Laplace em Tempo Curto, chamado de agora em diante
de LTC; Método de Laplace em Tempo Longo, denominado de LTL;
Método de Separagdo de Variaveis; e Método do Balango Integral do
Calor, ou HBIM como definido anteriormente. As solug¢des obtidas
através do Método de Separacdo de Variaveis serdo desconsideradas da
presente andlise por possuir formulagdo matematica idéntica a solucdo
obtida pelo LTL, conforme demonstrado no Capitulo 3.

Trés casos foram considerados para realizar uma comparagio
entre as diversas solugdes tedricas obtidas. Para o primeiro caso, as
condi¢des de contorno foram consideradas independentes do tempo. Em
seguida uma dependéncia linear das mesmas com o tempo foi
considerada e, por ultimo, uma condi¢do de contorno do tipo pulso na
superficie livre.

Para a comparacdo dos métodos desenvolvidos foram utilizadas,
como referéncia, um conjunto de solugdes numéricas obtidas a partir do
método de Volumes Finitos, chamada a partir de agora de VF. Os
valores de referéncia foram obtidos a partir da implementacdo do
algoritmo apresentado em Maliska (1995). No presente trabalho, a
solucdo de VF ¢ considerada exata e as demais terdo suas distribuicdes e
valores comparados a ela. A diferenga entre as solu¢des analiticas e a
em VF serd, neste trabalho, denominada de erro e serd analisada a partir
do erro RMS, calculado pela formula

ERRORyss; = 3 (My ~VEy ) @.1)

onde VF;; é o valor de temperatura obtido pelo método VF na posigio !
e no instante j, M; € o valor de temperatura na posi¢do ! e no instante
jobtido com outro método que ndo o VF e o erro RMS no instante j ¢
calculado com a somatdria de todas diferencas quadraticas das posicdes
I no mesmo instante ;.

De maneira a padronizar as andlises em todos os casos, foram
consideradas uma malha espacial de 101 posi¢cdes, incluindo as duas
superficies, para uma distancia adimensionalizada de 1 e uma malha
temporal de 101 instantes, incluindo o instante inicial e final. Foi
empregado um tempo adimensionalizado 1, para as andlises de tempo
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longo e um tempo adimensionalizado 0,1, para as analises de tempo
curto. O valor de 0,1 foi arbitrariamente escolhido por acreditar ser esse
um valor proximo ao valor de alternancia entre os métodos de solugéo.
Para o método LTL foram considerados 100 termos e 5 termos para o
LTC. Todas as andlises apresentadas neste capitulo foram feitas
empregando-se o Maple (software de manipulagdo algébrica) e os
graficos foram feitos com o auxilio do software Excel.

Como se vera neste capitulo, na maioria das vezes, os métodos
classicos apresentam resultados mais precisos; porém, deve-se ter em
mente que estes resultados classicos sdo obtidos empregando-se
expressOes matematicas mais complexas (ver capitulo anterior), onde 5 e
100 termos de somatorias s@o utilizados para as solugdes de tempo
longo e curto, respectivamente. Ja as equagdes empregadas para o
HBIM s&o bem mais simples e faceis de serem implementadas.

4.1 SOLUCAO DE REFERENCIA: VOLUMES FINITOS

De maneira a garantir a hipotese de que o resultado gerado por
VF ¢ exato foi realizado um estudo de refino de malha. Assim, o nimero
de volumes foi variado em uma propor¢do de 10 em 10, partindo de um
conjunto de 11 volumes até um total de 101 volumes. Para andlise foi
considerado o erro relativo, calculado pela formula

Vie = Vioo

ERRO = ( )100 (4.2)

VlOO

onde Vi ¢ o valor obtido com a malha de k volumes, V(g € o valor
obtido com a malha de 101 volumes. Os valores foram comparados
exatamente no centro da malha pois, por ser o ponto mais distante das
fronteiras, é o que se torna mais sensivel 4 questdo da discretizagdo
espacial.

O que pdde ser verificado € que, para todos os testes realizados,
o erro relativo entre a malha de 91 e o de 101 volumes é menor que
0,02% nos instantes iniciais e tende a zero para tempos maiores, o que
justifica a utilizagdo desse método como referéncia de comparacdo para
os demais. Esse comportamento pode ser observado na Fig. 4.1.

4.2 CASO 1 — CONDICOES INDEPENDENTES DO TEMPO

A condicdo de contorno independente do tempo ¢é obtida fazendo-
se com que o coeficiente m da fungdo de aquecimento, dada por f,t™,
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seja igual a zero. As demais varidveis envolvidas nas condigdes de
contorno da superficie A (0,, 04, Bi e 6, ) assim como as referentes
as condicdes de contorno da superficie B que serdo utilizadas na
presente andlise sdo apresentadas na Tabela 4-1. Pode-se notar, pela
Tabela 4-1, que todas as condigdes referentes a superficie B s@o
consideradas homogéneas.

Tabela 4-1 — Condi¢des de contorno das superficies

Condi¢do de contorno Superficie A Superficic B
Temperatura/Temperatura 0,4=1 05 =0
Temperatura/Fluxo 0, = Op =0
Temperatura/Convecgao 0, = 0,5 =0 Bi=5
Fluxo/Temperatura Oy= 05 =0
Fluxo/Fluxo 0,=1 Op =0
Fluxo/Conveccio 04=1 0,5=0 Bi=5
Convecgdo/Temperatura 6, =1 Bi=5 05 =0
Convec¢io/Fluxo 6,=1 Bi=5 Op =0
Conveccio/Convec¢io 0, =1 Bi=5 0,5 =0 Bi=5

As Figs. 4.2 a 4.4 apresentam as distribuicdes de temperatura
obtidas para a combinagdo de condigdes de contorno onde o
aquecimento se faz pela imposicdo de uma temperatura na superficie
livre (superficie A), ou seja, condicdo de temperatura prescrita de valor
1. Para a superficie B considera-se temperatura prescrita de valor zero
(Fig. 4.2), fluxo prescrito nulo, isto ¢, isolado (Fig. 4.3) e convecgdo
com valor de Bi igual a 5 e a temperatura ambiente igual a zero (Fig.
4.4). Em cada grafico, a linha cheia representa a solugdo de volumes
finitos (VF), enquanto que o circulo azul representa a solugdo pelo
método de Laplace de tempo longo (LTL) e o losango vermelho
representa a solugdo pelo método de Laplace de tempo curto (LTC). A
solucdo pelo método integral (HBIM) ¢ representada pela letra x. Para
cada um destes métodos, sdo apresentadas solucdes para 10 tempos
diferentes, comegando pelo tempo inicial (zero), em que a temperatura €
zero ao longo de toda a extens@o do solido. Esta mesma estrutura de
curvas se mantém ao longo desta secdo.




128

0,05 -
e==11Volumes e===21Volumes ====31Volumes
0,03 - ====/41Volumes ===51Volumes ==61Volumes [ ——
=71 Volumes ====81Volumes 91 Volumes
E 001 +
o)
2 Tempo (s)
o LI SO T L
|
& D 0,@8\0+-0;150,70,25.0.3 “W
2 0,01 - i —
w

0,03 / _—

-0,05

Figura 4-1 — Analise do erro relativo do refino de malha para a solugdo por Volumes Finitos em fung¢@o do tempo (s).
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Para os gréaficos da Fig. 4.2, cujas temperaturas sdo prescritas em
ambas as faces, observa-se que todas as curvas tendem a convergir em uma
unica, 2 medida que o tempo passa, mostrando que o regime permanente
esta sendo atingido e que todas as solucdes de distribuicdo de temperatura
tendem a uma distribuicdo linear, como era de se esperar. A mesma
observacdo ¢ valida para a Fig.4.4, que apresenta uma distribui¢do de
temperatura que tende a distribuicdo linear, uma vez que na condi¢do de
convecc¢do ha a imposi¢do de uma temperatura (temperatura ambiente). A
diferenca de comportamento das curvas apresentadas nos graficos das Figs.
4.2 e 4.4 esta no fato de que as temperaturas da superficie B aumentam a
medida que o tempo passa para o caso de convecgdo (Fig. 4.4). Este mesmo
comportamento é observado em outros casos analisados adiante e esta
observac@o nio sera necessariamente repetida quando este fendomeno estiver
presente.

Emprega-se, para a determinagdo do pardmetro » na solucdo tedrica
pelo método HBIM da Fig. 4.2, a Eq. 3.175, obtida para sélido semi-infinito
com temperatura prescrita na superficie A. O fato deste parametro, que
fornece a geometria da distribuicdo de temperatura no solido, ser baseado
na superficie A, justifica a diferenga de temperatura na fronteira direita (
x=1) na Fig. 4.3, que representa a condi¢io de fluxo prescrito na superficie
B. Na verdade, o indice n do expoente, determinado para a condigdo de
temperatura prescrita, €, no modelo, considerado constante ao longo do
tempo, mesmo que a condicdo da superficie B seja de fluxo prescrito. O
ideal seria que o coeficiente n fosse variavel ao longo do tempo. O estudo e
desenvolvimento de modelos que considerem a variagdo do parametro » ao
longo do tempo € uma das propostas de continuagdo do presente trabalho.

Em termos gerais, nestas figuras (Figs. 4.2 a 4.4), os quatro
resultados comparam bem entre si para toda a extensdo do sélido, embora
possam ser observados claramente dois fendmenos. O primeiro é o
fendomeno de Gibbs, relatado na revisdo bibliografica do método de
separagdo de variaveis e visualizado a partir da oscilagdo da solugdo LTL
proxima a fronteira esquerda (¥=0); o segundo é uma ndo concordancia
entre a solugdo VF ¢ todas as demais solu¢cdes nos instantes iniciais,
comportamento esse que pode ser creditado ao refino da malha temporal,
uma vez que esta ndo concordancia diminui com o avango do tempo, até
ndo ser mais detectavel.
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Para quantificar as observagdes das diferengas observadas nos
paragrafos anteriores, a Fig. 4.5 apresenta o grafico do erro RMS das quatro
solugdes analiticas desenvolvidas em relagdo a solugdo VF em fungdo do
tempo adimensional. Nesse grafico observa-se o alto valor da diferenca
referente as solugdes obtidas pelo LTL e VF, erro claramente ligado ao
fenomeno de Gibbs ja detectado anteriormente. Observa-se que o
comportamento do grafico das diferencas em relagdo ao espaco, para os trés
casos LTL ¢ exatamente o mesmo. O mesmo pode ser dito em relagdo aos
graficos relativos aos LTC. O aumento inicial e o seguinte decréscimo do
erro nas solucdes do LTC ¢ HBIM sdo decorrentes da diferenga da
distribuicdo de temperatura do método de VF devido ao refino da malha
temporal, também ja detectado e comentado anteriormente. J4 as curvas
relativas ao método HBIM apresentam comportamento diverso para os trés
casos analisados. Na realidade, este comportamento ¢ devido ao fato de que
o mesmo perfil de temperaturas foi adotado, independentemente das
condigdes de contorno da superficie B. Como se sabe que as distribuicdes
sdo altamente dependentes de suas condi¢des de contorno, ¢ de se esperar
que as diferencas sejam varidveis de acordo com os casos estudados
Importante observar que todos os erros, com excegdo dos erros do LTL,
ficaram abaixo do valor de 0,2.

O conjunto de casos em que o aquecimento se faz por fluxo prescrito
¢ apresentado nas Figs. D-5, D-.6 ¢ D-7 do apéndice, para temperatura
prescrita (zero), fluxo prescrito (nulo) e convecgdo ( Bi=5 e temperatura
ambiente zero) na superficie B, respectivamente. Neste caso a temperatura
aumenta continuamente na superficie A como era de se esperar, uma vez
que calor estd continuamente sendo fornecido ao sélido. Novamente
observa-se um comportamento quase linear a medida que o tempo avanca
para os casos de temperatura prescrita € convecg¢do na superficie B, embora
a inclina¢do das curvas aumente continuamente.

Da mesma forma que ocorre com as Figs. 4.2, 4.3 ¢ 4.4, observa-se
uma ndo-concordancia da solugdo por VF com as demais solugdes nos
instantes iniciais, embora de forma ndo tdo clara quanto no caso anterior.

Para estes trés casos analisados, observa-se que as solugdes pelo
HBIM apresentam discrepancias crescentes de temperaturas quando
comparadas com os demais modelos analiticos e VF (que, por sinal,
apresentam resultados muito semelhantes entre si). Esta diferenca ¢ maior e
aumenta com o passar do tempo, principalmente junto a fronteira esquerda (
x=0). Esse comportamento ¢ mais pronunciado para o caso de fluxo
prescrito em ambas as faces, apresentado na Fig. D-6. O valor do parametro
n empregado nesta solugdo ¢ dado pela Eq. 3.181, obtido para o caso de
fluxo constante na superficie A para um sélido semi-infinito. Como ha
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fluxo prescrito na superficie B, existe uma constante elevacdo do nivel de
temperatura do solido, que ndo tende a um patamar fixo. Desta forma, a
medida que o tempo passa, mais a fronteira B influencia a distribuicdo de
temperatura, cujo perfil proposto no método HBIM ¢ baseado apenas na
superficie A. Observa-se que, com a passagem do tempo, as distribuicdes
de temperatura tendem a ser constantes, porém localizadas em patamares
crescentes, fato este observado pela presenca de curvas paralelas.

E importante notar que, embora nio seja visualmente detectavel, a
oscilacdo referente ao fendmeno de Gibbs da solugdo LTL ainda existe.
Entretanto, nesse conjunto de solucdes, a oscilagdo ocorre na derivada da
fun¢do temperatura, isto é, no fluxo de calor. Desta forma o fendmeno
aparece de forma atenuada no grafico das temperaturas. Logo seria
esperada uma derivada correspondente ao fluxo prescrito. Porém um refino
da malha na regio proxima a superficie a esquerda mostra um
comportamento de fluxo zero, ou seja, uma condigdo de isolamento nesta
referida superficie.

No grafico da diferenca entre os resultados analiticos e VF, dado
pelo erro RMS e apresentado na Fig. D-8, pode ser observado que, tanto os
casos LTL como os LTC, apresentam erros nulos ao longo do tempo. J4 as
solucdes apresentadas pelo método HBIM apresentam erros que variam ao
longo do tempo, sendo praticamente nulos para tempos pequenos,
aumentando rapidamente a partir de um determinado instante. Na realidade,
este instante marca o final da solugdo de sélido semi-infinito, quando o
fluxo na superficie B ainda ndo influenciou a distribuigdo de temperaturas,
e o inicio da solucdo de sélido finito. Isto refor¢a a observagdo anterior
sobre a necessidade de um ajuste mais preciso do pardmetro n, que
certamente contribuiria para uma melhor precisdo do HBIM. Contudo, com
excegdo da situagdo de fluxo prescrito em ambas as superficies, todas as
demais solugdes mantiveram os erros RMS abaixo de 0,1.

O 1ultimo conjunto de solugdes tratadas referente ao Caso 1, para a
situagdo de condicdes de contorno constantes, ¢ o que diz respeito ao
aquecimento por convec¢do na superficie A. As solugdes sdo apresentadas
nos graficos das Figs. D-9, D-10 e D-11. Novamente observam-se solugdes
que tendem a distribui¢des lineares de temperatura, a medida que o tempo
passa, para os casos nos quais a temperatura seja prescrita diretamente ou
indiretamente (caso da convec¢do de calor). Observa-se também a nio-
concordancia da solugdo de VF para instantes iniciais. Observam-se, ainda,
as grandes diferencas tanto no comportamento das curvas, quanto nas
diferengas de temperaturas observadas na superficie a direita (¥ =1), para
as solugdes que empregam o HBIM, casos de fluxo de calor prescrito na
superficie B. Estas diferencas se justificam devido a questdo da escolha do
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parametro n, que neste caso ¢ dado pela Eq. 3.184, para o solido semi-
infinito, sujeito a convec¢do na superficie livre a esquerda.

As caracteristicas observadas nas Fig. D-9 a D-11 s@o mais visiveis
estudando-se os graficos do erro RMS, apresentado na Fig. D-12. Estes
erros sdo praticamente nulos para o caso LTL e muito pequenos para LTC,
principalmente para pequenas distdncias em relagdo a origem do soélido
(x=0). Ja para o HBIM, pode-se notar pequenas diferencas entre VF e
métodos analiticos, nos instantes de tempo iniciais, devido as discrepancias
entre a solugdo de VF e as demais solugdes. Esse erro diminui até atingir
um valor minimo no instante proximo ao instante em que comega a solugdo
de sdlido finito. A partir de ento, apenas o erro RMS das solugdes ligadas
ao HBIM aumentam e, com excecdo da solucdo que envolve a condigdo de
fluxo prescrito, ficam abaixo do valor de 0,1. Além disto, todas diminuem a
medida que a solugdo tende ao regime permanente.

A oscilagdo de Gibbs nio foi detectada por ndo haver um valor fixo
de temperatura e/ou fluxo na superficie de aquecimento para comparagao,
mas acredita-se que a mesma esteja presente na solugdo.

Para encerrar a andlise das solugdes encontradas para condigdes de
contorno constantes no tempo, apresenta-se a Tabela 4-2 com os tempos de
processamento em segundos que foram necessarios em cada uma das
solugdes.

Verifica-se, como esperado, que o método VF ndo foi sensivel a
varia¢do das condigdes de contorno. Os métodos de Laplace (LTL e LTC)
apresentaram um maior consumo de recursos computacionais para as
situagdes envolvendo convecgdo, o que pode ser explicado pelos somatorios
adicionais existentes nas solugdes com convecg¢do, em comparagdo com as
sem convecgdo. Considerando as ordens de grandeza dos valores desta
tabela, pode-se afirmar que o tempo de processamento para o método VF ¢
da ordem de 100, enquanto que as solu¢des de Laplace sdo da ordem de 10
e as de HBIM sdo da ordem de um.

Importante registrar que: os casos analisados foram implementados com
o software de manipulagdo algébrica Maple 13 — apresentado no Apéndice,
todos os casos foram rodados no mesmo computador, os tempos dependem
de certa foram do software utilizado e a intengdo dessa comparagdo ¢ obter
resultados qualitativos e ndo valores absolutos. Além disto, é importante
ressaltar que a contagem do tempo da solugdo obtida por LTL
desconsiderou o tempo de calculo dos autovalores.



137

Tabela 4-2 — Tempo de processamento utilizado na situagdo m=0 (s)

x=0 x=1 VF LTL LTC | HBIM
1 Temperatura | Temperatura | 221,44 29,98 10,48 3,89
2 | Temperatura | Fluxo 221,98 32,78 10,91 3,58
3 | Temperatura | Convecgdo 223,22 62,33 33,70 3,97
4 | Fluxo Temperatura | 223,41 33,78 26,08 4,27
5 | Fluxo Fluxo 225,17 33,17 | 26,70 3,95
6 | Fluxo Convec¢ao 225,95 65,09 | 71,52 4,23
7 | Convecg¢ao Temperatura | 226,42 36,77 57,22 5,58
8 | Convecgio Fluxo 227,63 37,52 | 58,14 5,47
9 | Convecg¢ao Convec¢ao 228,69 | 359,77 | 127,61 5,55

43  CASO 2 — CONDICOES COM DEPENDENCIA LINEAR AO
TEMPO

Para o caso da condi¢do de contorno apresentar dependéncia linear
ao tempo, considera-se o coeficiente m da fung@o de aquecimento, dada por
f, 7", igual a um Os valores das demais variaveis envolvidas serdo as

mesmas do Teste 1 apresentadas na Tab. 4-1.

Os graficos apresentados nas Figs. 4.6, 4.7 e 4.8 sdo as distribuigdes
espaciais da temperatura para as condi¢cdes de contorno que apresentam a
combinacdo de temperatura prescrita na superficie A e: temperatura
prescrita zero, fluxo prescrito nulo e convecgdo com Bi igual a 5 e
temperatura ambiente zero, respectivamente, na superficie B. Em todas as
situagdes € possivel uma boa concordancia entre as solu¢des, com excegdo
das solugdes obtidas pelo método do HBIM em que ha uma boa
concordancia na fronteira a esquerda (X¥=0), que diminui a medida que a

solucdo se aproxima da fronteira a direita ( X =1). Isso ocorre devido a uma
possivel mudancga de perfil de temperatura entre a condigdo de so6lido semi-
infinito e so6lido finito, que o modelo ndo prevé, uma vez que emprega
parametros n fixos e relativos a sélidos semi-infinitos. Esse ponto € mais
critico na condi¢do de temperatura prescrita a esquerda e fluxo prescrito a
direita, mostrado na Fig. 4.7 e menos crucial para a condigdo de
temperatura prescrita em ambas as superficies, apresentada na Fig. 4.6.
Nestes casos, as distribuicdes de temperaturas ndo tendem a forma linear
com a passagem do tempo e nem a um patamar fixo, uma vez que a
temperatura da superficie livre em x=0 sobe lincamente. Para os casos
apresentados nas Fig. 4.6, a temperatura da superficie em B é fixa em zero,
enquanto que, para o caso da Fig. 4.8, aumenta ligeiramente, ja que a
temperatura ambiente ¢ o coeficiente de troca térmica (Bi) sdo considerados
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constantes. Ja as temperaturas para o caso representado pela Fig. 4.7, que
apresenta fluxo na superficie B, os niveis de temperaturas das curvas
permanecem aumentando, sendo que as curvas ndo tendem a uma
distribuicdo uniforme, ja que a temperatura na superficie A continua se
elevando.

O grafico do erro RMS, apresentado na Fig. 4.9, sintetiza essa
analise. E importante notar que, embora haja uma discrepancia visual no
perfil de temperaturas, esta nio se manifesta tio claramente no erro RMS. E
muito mais visivel o erro RMS nas solu¢des LTL causado pelo fenomeno
de Gibbs explicado no Teste 1, do que as discrepancias no caso de
temperatura prescrita ou convec¢do na fronteira a esquerda.

Praticamente as mesmas observagdes para o caso temperatura
constante prescrita na superficie A, surgem para o caso fluxo prescrito
como fator de aquecimento do sélido em x=0, apresentado no apéndice
Figs. D.17, D.18 e D.19. As comparagdes entre os métodos analiticos
tradicionais e VF sdo sempre muito boas e neste caso ndo se observa a
discrepancia de Gibbs pelos mesmos aspectos ja relacionados na parte do
Teste 1, quando da andlise da situagdo de fluxo prescrito na superficie A.

As solugdes que envolvem o HBIM apresentam discrepancias, que
aumentam consideravelmente nas regides proximas as superficies cujas
condigdes de contorno sejam de fluxo prescrito. Novamente a questio da
escolha do parametro n determina a concordancia entre a solugdo e a
distribuicdo real de temperaturas. Assim as condigdes de fluxo prescrito em
ambas as superficies apresentam resultados bastante ruins, quando
comparados as outras solugdes, conforme se verifica analisando a Fig.
D.20, referente ao erro RMS entre todas as solu¢des analiticas ¢ a solucdo
por VF. Estes erros aumentam bastante para tempos maiores do que o
tempo de inicio do periodo de sélido finito, conforme ja discutido na secéo
anterior.

O ultimo caso a ser analisado nesta secdo ¢ a condi¢do de variagao
linear da convec¢do na superficie A. Os perfis de temperatura observados
para os casos onde as superficies B estdo sujeitas a temperatura prescrita
(Fig. D.21), fluxo de calor prescrito (Fig. D.22) e convecgdo (Fig, D.23) s@o
bastante diferentes entre si. Como a condi¢do na superficie A apresenta
indiretamente a prescricdo de uma temperatura, as discrepancias entre
resultados obtidos pelo método HBIM e VF sdo bem menores do que as
observadas para o caso de fluxo prescrito (se¢@o anterior). Coerentemente
com o que vem sendo observado até o presente momento, as maiores
diferencas sdo observadas para o caso de fluxo prescrito na superficie B. A
Fig. D.24 apresenta um grafico das diferencas entre os resultados obtidos
pelos diversos métodos e os de VF, mostrando em termos numeéricos, estas
observagoes.
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Para encerrar a analise das solugdes encontradas para condi¢des de
contorno com dependéncia linear no tempo, apresenta-se a Tab. 4-3 com os
tempos de processamento em segundos que foram necesséarios em cada uma
das solugdes.

Observa-se nesta tabela que, da mesma forma como no caso da
condi¢do de contorno constante no tempo, aqui também o tempo de calculo
do método VF ndo foi sensivel a variagdo da condigdo de contorno. Os
métodos de Laplace (LTL e LTC) apresentaram um maior consumo de
recursos computacionais para as situacdes envolvendo convecgdo, o que
pode ser explicado pelos somatérios adicionais existentes nas solugdes com

Tabela 4-3 — Tempo de processamento utilizado na situagdo m=1 (s)

X=0 x=1 VF LTL LTC HBIM
1 Temperatura | Temperatura | 219,45 52,20 24,42 5,84
2 | Temperatura | Fluxo 222,64 57,64 25,11 5,64
3 | Temperatura | Conveccao 223,97 | 109,20 | 89,44 5,92
4 Fluxo Temperatura | 223,39 59,11 26,00 7,74
5 | Fluxo Fluxo 225,22 57,06 | 26,27 7,30
6 | Fluxo Conveccao 226,38 | 101,75 | 112,03 9,05
7 | Convecgao Temperatura | 227,05 69,89 | 123,23 | 27,67
8 | Convecgéo Fluxo 227,42 66,00 | 124,44 | 28,72
9 | Convecgao Convecgao 228,30 | 369,39 | 205,03 | 29,17

convec¢do. Da mesma forma que observado no caso anteior, considerando
ordens de grandeza, pode-se afirmar que o tempo de processamento para o
método VF ¢é da ordem de 100, enquanto que as solugdes de Laplace sdo da
ordem de 10 ¢ as de HBIM sdo da ordem de 1. As mesmas condi¢des
observadas para a obtengdo de valores da Tabela 4.1 sdo mostradas aqui.

4.4  CASO 3 — CONDICOES DE PULSO NO TEMPO

Dando continuidade aos testes realizados, nessa se¢do, as condigdes
de contorno da superficie A s@o representadas por um pulso unitario. Em
termos matematicos, a condi¢do de pulso na fronteira ¢ descrita como a
soma de duas fungdes dadas por fo; 7™ e —fy, (T — 75)™2, sendo que a
segunda fungdo ¢ definida como zero para valores de T menores que 7.
Assim, a solugdo também ¢é expressa como a soma de duas solugdes
basicas: a primeira como resposta a condi¢do fy; 7™ e a segunda sendo a
resposta a condigdo — fp, (T — 7,)™2 transladada no tempo em 7, unidades.
Importante observar que, do mesmo modo que a fungdo —fy, (t — 75)™2 €
definida como zero para valores de T menores que 7,, O mesmo ocorrerd
com a segunda solugio.
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Para todas as andlises e comparacdes apresentadas nessa segdo
consideram-se m, e m, iguais a zero, 7, igual a 0,025, fy, igual a fy, e
todas as demais varidveis sdo definidas de acordo com a Tab. 4-1 do Teste
1, para todas as combinagdes de condicdes de contorno. O tempo total de
observacdo dos fendmenos foi estipulado em 0,1.

As distribuicdes de temperatura no espaco para a condicao de pulso
de temperatura unitaria na superficie A sdo apresentadas nos graficos das
Figs. 4.10, 4.11 e 4.12, respectivamente para as situacdes de: temperatura
prescrita igual a zero, fluxo zero e convecgdo com Bi igual a 5 e
temperatura do meio externo igual a zero, na superficie B. Nestes graficos
se observa dois conjuntos de curvas. O primeiro conjunto ¢ composto por
oito curvas e equivalem aos tempos 0 (curva coincidente com o €ixo Xx) €
0,001 a 0,025. Estas curvas sdo obtidas a partir da fungdo f,;7™ e as
temperaturas em x = 0 assumem o valor 1. O segundo conjunto, composto
por trés curvas, sdo representacdes graficas da soma das solugdes obtidas da
fungdo fy;T™ e da obtida da fungdo —fy,(t— 75)™2, € 0 tempos sdo
equivalentes a 0,03 a 0,05 sendo que a temperatura de contorno para a soma
das solugdes em X=0, é zero. O primeiro conjunto de curvas equivale as
condigdes de aquecimento e, portanto de elevagdo de temperatura do soélido.
No instante 7, = 0,025ha um pulso negativo que forga a temperatura da
superficie A para zero, entdo o sdlido passa a se resfriar, tendo a sua
distribuicdo de temperatura tendendo a zero com o passar do tempo.

As curvas dos trés graficos ndo apresentam muitas diferencas de
comportamente entre si, devido ao tempo de estudo que € pequeno para que
a influéncia das condi¢des de contorno na superficie B torne-se mais
evidente. Até o instante t,, o comportamento das curvas é exatamente igual
ao Caso 1 e, portanto, valem todas as consideragdes feitas para aquele caso.

Pode ser notado em todos os graficos (Figs. 4.10, 4.11 ¢ 4.12) que a
solucdo HBIM apresenta uma maior inércia térmica a essa variagdo abrupta
de condi¢@o de contorno. Essa inércia pode ser percebida pelo aparecimento
de uma maior concavidade do perfil de temperatura obtido pelo HBIM, em
relagdo aos perfis obtidos pelas demais solugdes e pelo deslocamento do
apice da curva na direcdo a direita, maior do que o observado nos outros
perfis.

No grafico da Fig. 4.13, as curvas das diferencas das solugdes
analiticas em relagdo ao VF sfo coincidentes para os trés casos analisados:
temperatura, fluxo e convecg¢ao na superficie B. Observando-se a diferencga
RMS da solugdo LTL para a VF mostrada nesta figura, nota-se que o
fenomeno de Gibbs existe para T < 0,025 (como ocorre no Caso 1) e deixa
de existir para 7 > 0,025. Isto ocorre porque a condicdo de temperatura
zero na fronteira x = 0 é a propria solu¢do do problema e ndo mais uma
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Temperatura Adimensional

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Posi¢ao Adimensional
0 0,001 0,003 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,04 0,05
o 0 o 0,001 o 0003 o 0005 o 0,01 o 0,015 o 0,02 o 0,025 o 0,03 o 0,04 o 0,05
o 0 ¢ 0,001 ¢ 0003 ¢ 0005 < 0,01 o 0,015 o 0,02 o 0,025 =+ 0,03 o 0,04 ¢ 0,05
x 0 x 0,001 = 0,003 = 0,005 x 0,01 x 0,015 x 0,02 x 0,025 = 0,03 x 0,04 x 0,05

Figura 4-10 — Comparag@o das solu¢des obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF;

o LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de pulso de temperatura prescrita a esquerda e temperatura prescrita a direita.
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x 0 x 0,001 x 0,008 x 0,005 =x 0,01 x 0,015 x 0,02 x 0,025 x 0,03 x 0,04 x 0,05

Figura 4-11 — Comparagao das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF;
o LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condigdes de pulso de temperatura prescrita a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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x 0 x 0,001 x 0,003 x 0,006 x 001 x 0015 x 0,02 x 0025 x 0,03 x 0,04 x 0,05

Figura 4-12 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF;
o LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de pulso de temperatura prescrita a esquerda e conveccdo a direita.
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Figura 4-13 — Andlise do erro RMS das solugdes (LTL, LTC e HBM) em comparagdo a de VF para as condigdes de pulso de
temperatura prescrita a esquerda e (1 - temperatura prescrita, 2 - fluxo prescrito e 3 - convecgdo) a direita.
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caracteristica da solugdo. Essa constatagdo fica mais evidente pela
observagdo da variacdo abrupta da curva da solugdo LTL.

Note-se também que, mesmo com a aparente discrepancia da
distribuicdo de temperatura para a solucdo por HBIM, em todos os casos a
diferenca mostrada pelo erro RMS € menor que 0,2 para as situagdes de T
maior que T, e que esse erro tende a zero com o aumento do tempo.

As distribuicdes espaciais para os casos de fluxo prescrito na
superficie A, e para temperatura prescrita zero, fluxo zero e convecgao,
caracterizada por uma temperatura ambiente zero e Bi igual a 5, na
superficie B, sdo apresentadas, respectivamente, pelas Figs. D.29, D.30 e
D.31. Novamente dois grupos de curvas podem ser observados, para
7 < 0,025 et > 0,025. Nestes casos, da mesma forma que observado para
a situacdo de temperatura prescrita na superficie A, para intervalos de
tempo menor que 0,05, as condicdes de contorno na superficie B ndo
influenciem sensivelmente o comportamento das curvas. Porém, para
tempos maiores, esta se torna muito importante, especialmente para as
solu¢cdes HBIM. O grafico da diferencas entre as solugdes analiticas e VF é
apresentado na Fig. D.32, e mostra claramente estas observagdes.
Entretanto observa-se uma excelente concordancia entre todos os métodos
para os valores de tempo inferiores ao 0,06.

Nos casos de convecgdo na superficie A, apresentados nas Figs.
D.33, D.34 e D.35, para as condicdes de contorno na superficie B:

temperatura prescrita zero, fluxo zero e convecgdo (com Bi igual a 5 e
temperatura do meio igual a zero), respectivamente, o comportamento dos
perfis de temperatura se assemelha mais aos perfis obtidos na condi¢do de
fluxo prescrito do que ao de temperatura prescrita. Esta é uma caracteristica
distinta ao observado nos Casos 1 e 2, em que o perfil obtido pela condi¢do
de convecgdo se assemelhava mais ao encontrado na situacdo de
temperatura prescrita. Isso ocorreu devido ao menor intervalo de
observacdo do Caso 3 e porque a condicdo de convecgdo tem uma
similaridade com a condi¢do de fluxo prescrito para tempos curtos. Assim,
nos graficos das Figs. D.33 a D.35 poucas diferencas entre as curvas podem
ser anotadas.

As curvas das diferencas RMS entre as solugdes analiticas e VF
podem ser observadas na Fig, D.36. Pode-se observar nesse grafico que a
solucdo HBIM apresenta uma diferenca maior que as demais solugdes para
a situacdo de convecc¢do na fronteira A e que essa diferenca aumenta
gradativamente com o avancar do tempo, da mesma forma que foi
registrado no Teste 1. No instante 0,025 o aparecimento de uma nova
solucdo eleva a diferenga a um outro nivel e, a partir desse instante, o erro
comeca a diminuir. Entretanto esse erro volta a crescer por volta do instante
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0,08 quando a frente de penetragdo do calor atinge a superficie B. O
aumento do erro depende da condicdo de contorno na superficie B
envolvida, sendo que o maior aumento ¢ na condi¢do de fluxo prescrito e a
de menor aumento ¢ a de temperatura prescrita.

Encerrando esta andlise das solugdes encontradas para condi¢des de
contorno estilo pulso, de maneira analoga ao mostrado nos Testes 1 e 2,
apresenta-se a Tab. 4-4 com os tempos de processamento em segundo,
necessarios em cada uma das solucdes.

Tabela 4-4 — Tempo de processamento utilizado na situa¢do pulso (s)

X=0 x=1 VF LTL LTC | HBIM
1 | Temperatura | Temperatura | 244,53 88,34 40,42 | 19,67
2 | Temperatura | Fluxo 291,56 108,45 43,94 | 18,67
3 | Temperatura | Convecgao 336,72 | 214,70 | 102,92 | 19,13
4 | Fluxo Temperatura | 361,09 126,23 98,63 | 19,38
5 | Fluxo Fluxo 378,39 | 122,03 | 101,50 | 16,89
6 | Fluxo Convecgéo 375,98 | 235,44 | 227,06 | 19,39
7 | Convecgéao Temperatura | 331,86 | 109,45 | 206,97 | 28,94
8 | Convecgao Fluxo 388,63 148,23 | 213,00 | 31,58
9 | Convecgao Convecgao 403,16 | 1168,20 | 448,48 | 39,81

Os dados apresentados nesta tabela acompanham os apresentados
para os casos: condigdes de contorno constantes no tempo e de variagdo
linear. Como esperado, devido aos testes anteriores, o tempo de calculo do
método VF ndo sofreu variagdo sensivel com a condi¢do de contorno; os
métodos LTL e LTC apresentaram maior consumo de recursos
computacionais nos casos envolvendo convecgdo. Considerando ordens de
grandeza, pode-se afirmar que o tempo de processamento para o método VF
¢ da ordem de 300, enquanto que as solu¢des de Laplace dessa vez sdo da
ordem de 100 e as de HBIM sao da ordem de 20. As mesmas condi¢des
observadas na obtenc¢do dos valores da Tabela 4-2 sdo validas aqui.

4.5 CONCLUSOES

Neste capitulo foi feita a comparacdo entre as solugdes analiticas
desenvolvidas no Capitulo 3. Nesta comparagdo, a solugdo numérica foi
considerada a solugdo exata (benchmark). Analisou-se o caso do solido
finito, sujeito a trés diferentes tipos de condi¢des de contorno na superficie
A: independentes do tempo, variagdes lineares no tempo e pulsos. Tanto a
superficie A quanto a B estavam sujeitas a temperatura prescrita, fluxo de
calor prescrito e convecgao.
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Concluiu-se que todos os modelos analiticos envolvendo casos que
abrangem condigdes de contorno de temperatura prescrita apresentaram
uma grande concordincia entre si e com os resultados numéricos. Ha
também uma boa concordancia para os casos de convec¢do, ja que nos
modelos de convecgdo ha embutida uma prescricdo de temperatura do
meio. Nos casos envolvendo fluxos prescritos, a concordancia entre o
método numérico e os analiticos classicos continua muito boa. A
comparagdo com o HBIM também ¢ excelente para condigdes de solido
semi-infinito. Porém esta comparagdo com o HBIM piora para sélidos
finitos, para posi¢des proximas a superficie B, uma vez que o pardmetro n
empregado no HBIM ¢é baseado na solugdo de sdlido semi-infinito onde
apenas a condi¢do de contorno na superficie A ¢ levada em considerag@o.
No caso do pulso, a comparacio é melhor em todos os graficos
apresentados, uma vez que o tempo de observagdo das solu¢des foi menor,
de forma que a influéncia das condi¢des de contorno da superficiec B ¢é
menos pronunciada.

Os tempos de processamento computacional empregando-se o HBIM
sdo sensivelmente menores do que para a técnica de volumes finitos (em
duas ordens de grandeza) e do que para os métodos analiticos classicos
(uma ordem de grandeza). Além disto, apresentam maior facilidade para
implementacdo em cddigos, uma vez que ndo requerem o calculo de
autovalores, ¢ uma maior maleabilidade para lidar com condigdes de
contorno, ndo usuais nos métodos classicos, tais como fun¢des com indices
de poténcia ndo inteiros. Estes fatos fazem do HBIM um forte candidato a
aplicagdo junto como solugdo de base para o desenvolvimento de métodos
inversos, que normalmente exigem grande esfor¢o computacional.
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5 METODO INVERSO

A partir da andlise apresentada no Capitulo 4 e das solugdes diretas
desenvolvidas no Capitulo 3, o presente capitulo apresenta o
desenvolvimento de um algoritmo para solu¢do do problema inverso de
condug@o de calor. O algoritmo foi implementado com uso do software de
manipulagdo algébrica Maple e, a partir desta implementacdo, diversos
casos teste foram analisados em duas etapas. Na primeira etapa, foram
empregadas as solu¢des diretas para a obtengdo de dados de distribui¢do de
temperatura no espago e no tempo, aos quais se aplicam os métodos
inversos para a obtencdo de fluxos na superficie. Na segunda etapa, visando
a simula¢do de um caso real, adicionou-se a distribuicdo de temperatura
obtida, um ruido de distribuigdo normal.

Na primeira parte deste capitulo ¢ apresentado o algoritmo de
solucdo empregado para o método inverso. Na segunda parte, os testes
realizados.

5.1 DESENVOLVIMENTO DO ALGORITMO DE SOLUCAO
INVERS A

A partir dos resultados apresentados no Capitulo 4, onde solugdes
diretas sdo analisadas e comparadas, verifica-se que o HBIM tem como
grande vantagem, em relagdo aos demais métodos analiticos, o menor
tempo computacional empregado na obtencdo das solugdes. Além disto,
ndo ha a necessidade do calculo de autovalores ou do emprego de um
somatorio com muitos termos para obtengdo de resultados confidveis, como
ocorre em alguns casos. Estas caracteristicas fazem do HBIM bastante
adequado para ser empregado em métodos inversos.

No presente trabalho, consideram-se as varidveis referentes as
condigdes de contorno do problema como sendo parametros a serem
determinados pelo uso das técnicas de métodos inversos.

Define-se M (Pl,PZ, N ""Prmax) a solucdo analitica direta, que
depende dos parametros P, onde r é o nimero do pardmetro € 7,4, O
niimero maximo de pardmetros considerados no modelo. Essa funcdo M ¢
comparada com um conjunto de dados Y, obtido por meios experimentais
ou gerados numericamente. Através do Método dos Minimos Quadrados
(MMQ), procura-se encontrar os valores dos pardmetros P. que melhor
aproximem M ao conjunto de dados Y.

Para a situagdo de conducdo de calor, tanto os modelos quanto os
dados de entrada dependem do tempo e do espaco em que estdo sendo
comparados. Assim, pode-se considerar M como sendo a matriz composta
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pelos elementos M,,,,, que sdo as temperaturas calculadas pelo modelo M
no instante t,, e na posi¢do x,,. De maneira aniloga, define-se ¥ como a
matriz composta por elementos Y,,,,, que sdo as temperaturas de referéncia
obtidas no instante t,, € na posicao x,,.

Conforme o MMQ, uma fungao objetivo, @, ¢ definida como a soma
do quadrado das diferencas de M e Y termo—a-termo, dividida pelo
quadrado do desvio padrdo dos dados de referéncia. Matematicamente ela
pode ser expressa na forma:

nm nw _ 2
0= Z Z (Ywm A/[zwm(Pr)) (5'1)
m=1 w=1 Cym

onde nm ¢ o nimero maximo de posicdes € nw o numero maximo de
instantes de tempo empregados na analise. O somatério duplo e os dois
contadores podem ser agrupados em um unico por comodidade, sendo a
expressao reescrita na forma

0- qfx (Yq -M (P, )P

g=1 o

: (5.2)
q

onde ¢4, ¢ 0 numero maximo de pontos que serdo analisados no método,
calculado pela expressdo nm x nw.

De acordo com o MMQ, os valores dos pardametros P que
minimizam Q s@o os mesmos que fazem com que a primeira derivada de Q
em funcdo de P. seja zero ou o mais proximo disso. Assim, a partir das
derivadas em relacdo a cada um dos parametros, é possivel escrever um
sistema de 7,4, equagdes, com o mesmo numero de incognitas, formando
uma matriz. Assim, este sistema pode ser resolvido na forma matricial pela
da técnica do Gradiente Conjugado (GC).

O método de solucdo utilizado foi o Gradiente Conjugado Nao-
Linear Pré-Condicionado com Newton-Raphson e Polak-Ribiére. Este
método foi implementado no presente trabalho conforme o algoritmo e
orientacdes apresentadas por Schewchuck (1994). Essa abordagem foi
escolhida porque permite o uso de matrizes no processo iterativo e exclui a
necessidade de calculo da matriz de sensibilidade a cada passo iterativo,
agilizando, consequentemente, o célculo.

Detalhes do algoritmo implementado, envolvendo fluxograma,
critérios de parada, sdo encontrados no Apéndice C.

O algoritmo foi implementado para a solug@o de fluxo de calor para
solido semi-infinito por HBIM. O caso de fluxo de calor na superficie foi
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escolhido considerando-se a possivel aplicacdo do presente trabalho para a
obten¢do de dados de fluxo de calor em uma superficie de dificil acesso.

Em geral, nas aplicagdes de engenharia, deseja-se que o calor
produzido externamente ao s6lido de interesse ndo atinja a parte interna do
mesmo. Assim, materiais de baixa condutividade térmica, tais como o
Teflon, isopor e refratarios, acabam sendo utilizados como isolantes, de
forma que o calor ndo alcance a estrutura do sélido. Esse isolante colabora
para a hipdtese de solido semi-infinito bastante realista.

No caso em que diversos fluxos térmicos, de diferentes origens,
intensidades e que ndo podem ser discriminados, atinjam o so6lido de
interesse, considera-se um fluxo total de calor incidindo sobre o material,
ndo importando a sua origem.

O algoritmo da solugdo inversa foi implementado empregando-se o
software Maple, na seguinte ordem. Inicialmente o modelo analitico direto
em sua forma adimensional foi implementado. O valor de n do perfil de
temperatura adotado ¢ calculado em funcdo do grau m da condicdo de
contorno (Eq. 3.181), utilizando-se a Eq. 3.178.

Caso o aquecimento da superficie livre possa ser representado por
uma fungdo monoténica, isto é, sem inflexdo ou descontinuidades, a
variavel fluxo de calor na superficie A, Q, ¢ o parametro P, a ser
determinado e a variavel m € o parametro P,.

Para aquecimentos superficiais, representado por fungdes que
apresentam descontinuidades (tipo pulso) ou inflexdes, considera-se como
modelo a soma de duas solugdes analiticas, ambas dadas pela Eq. 3.178, as
quais sdo defasadas entre si no tempo pelo pardmetro P;. Nesta situagdo, o
primeiro termo da solu¢@o tem suas variaveis Q4 € m representadas pelos
parametros P; e P;, respectivamente, enquanto que as variaveis Q4 e m do
segundo termo sdo representadas por P, e P,.

Quando as propriedades térmicas do material analisado sdo
desconhecidas, incorpora-se, ao programa desenvolvido, o parametro Py
que, fisicamente, é a razdo entre a difusividade térmica do material e o
quadrado da distancia caracteristica do problema, definida a partir dos
parametros adimensionais do problema analisado ja descritos na secéo
2.3.2.

Tendo sido os modelos analiticos implementados, calculam-se a
primeira e a segunda derivadas da solucdo em relagdo a cada um dos seis
parametros implementados. Essa derivacdo ¢ algébrica, sendo esse processo
realizado apenas uma vez em todo o algoritmo, o que agiliza ainda mais os
procedimentos. Em seguida atribuem-se os valores iniciais aos parametros e
obtém-se os valores numéricos das derivadas para verificacdo das
condigdes de estabilidade, isto é, a diagonal da matriz da segunda derivada
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da solucdo deve ser positiva. Caso isso ndo ocotra novos valores iniciais
devem ser escolhidos.

Uma vez que esses valores satisfacam as condi¢des de estabilidade,
inicia-se o método do gradiente conjugado conforme descrito no Apéndice
3. Apds a convergéncia do método, faz-se uma analise qualitativa das
distribuicdes de temperaturas obtidas pelo modelo a partir dos parametros
calculados pelo algoritmo, comparando-as com as temperaturas fornecidas
como dados de entrada. Com esta comparagdo ¢ possivel observar o
historico de evolugdo dos parametros em funggo das iteragdes e calcular os
limites de confiabilidade dos parametros, determinados pelo programa
através do calculo da matriz de covaridncia.

A seguir sdo analisados os testes realizados com o algoritmo
imp lementado.

5.2 TESTES DO ALGORITMO IMPLEMENTADO

Para o primeiro teste foi escolhida a situagdo de um fluxo de calor
monotdnico, isto ¢, sem inflexdes. Foi utilizado o método HBIM para gerar
o historico de temperatura em trés posi¢des adimensionais diferentes
(x=0.1,x=0.2 e x =0.3), para os valores Q4 = 10 e m = 1.3. A Fig.
5-1 apresenta o histérico de temperaturas geradas, no eixo das ordenadas
tém-se o tempo adimensional e nas abscissas a temperatura adimensional.

Para utilizagdo como dados de entrada do programa consideram-se as
temperaturas em x = 0.1, x = 0.2, a temperatura em x = 0.3 sera utilizada
para verificacdo dos resultados obtidos pelo método inverso. Nesse teste,
devido a monotonicidade do fluxo, apenas dois parametros sdo
considerados: P; e P,, representando Q4 e m respectivamente. Atribuiu-se,
neste teste, os valores P, =8 e P, = 1 como valores iniciais do problema.
A Fig. 5-2 apresenta, em vermelho, as curvas apresentadas em vermelho e
azul da Fig. 5-1, que sdo utilizados com dados de entrada do método
inverso e, em preto, as curvas obtidas com uso do modelo direto para os
valores iniciais dos pardmetros (P, = 8 ¢ P, = 1). Por esta figura pode-se
observar a grande discrepancia entre as duas distribuicdes.
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Figura 5-1 — Temperatura adimensional em fung¢do do tempo para sélido semi-
infinito submetido & condi¢fio de fluxo 10t*2 para as posi¢des (x = 0.1— vermelho,
x = 0.2—azule x = 0.3— preto).

A Fig. 5-3, que relaciona no eixo vertical os parametros P; (curva
vermelha) e P, (curva verde) em fungdo da iteragdo numérica do algoritmo
implementado, mostra a evolu¢do da determinagdo destes parametros
durante o processo de convergéncia. Observa-se que, devido as
caracteristicas dos métodos empregados (ver Apéndice C) ha uma reducdo
substancial dos valores calculados pelo algoritmo, mas que ha uma
recuperacdo rapida deste valor, que tende suavemente ao valor final
esperado, ou seja, P, = Q4 =10 e P, = m= 1.3. Este grafico é muito
semelhante aos obtidos para os outros casos testados neste capitulo. Estes
outros graficos ndo serdo apresentados no corpo do texto mas, se encontram
disponiveis no Apéndice E.

O processo encerrou com convergéncia atingida resultando nos
valores P; = 9.999319581 ¢ P, = 1.299976271 sendo que os valores
esperados sdo P, =10 e P, = 1.3.

A excelente concordancia entre as temperaturas de entrada e as
obtidas pelo modelo com o uso dos parametros calculados pelo algoritmo
pode ser observada na Fig. 5-4. Na verdade as curvas estdo sobrepostas de
forma que ndo ¢ possivel observar diferencas entre elas. Note-se que o
conjunto de pontos em vermelho representa as temperaturas utilizadas
como dados de entrada no método inverso. Com os pardmetros calculados
pelo método inverso, foram obtidas as curvas em preto para x = 0.1,
x=0.2 e x=0.3. A sobreposicdo desta ultima curva tedrica com o
conjunto de dados para x = 0.3 (em azul), o qual ndo foi usado como
parametro de entrada do algoritmo, mostra a precisdo deste método.
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Figura 5-2 — Temperatura adimensional em fung¢do do tempo para sélido semi-
infinito submetido & condigio de fluxo 10t'3® (vermelho) e a temperatura do
modelo direto com os valores iniciais dos parAmetros (preto), ambas para as

posigdes paraas posicdes X = 0.1e x = 0.2.

Valor do Parametro

= T T T T T )
5 10 15 20 25 30
Iteracio

Figura 5-3 — Historico do valor numérico dos parametros P, e P, em funcio do
numero de iteragdes.
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Figura 5-4 — Temperatura adimensional em fungdo do tempo para sélido semi-

infinito submetido a condico de fluxo 10t-3 (vermelho e azul) e a temperatura do
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Figura 5-5 — Elipse de confiabilidade de 95% e 99% entre os parametros P; e P,.

A Figura 5-5 apresenta as eclipses de confiabilidade do teste
realizado. No eixo das ordenadas estd o parametro P, e o pardmetro P, na
abscissa. No grafico ainda podem ser notados dois simbolos: uma cruz e um
circulo. O circulo representa o valor esperado e, normalmente,
desconhecido. A cruz representa o valor calculado e a mesma indica o
centro das elipses de confiabilidade. A elipse de confiabilidade é uma
representacdo de uma regido no espaco P, x P, na qual existe a
confiabilidade de y% de que o valor estimado, indicado pelo circulo,
encontra-se no interior do mesmo. No presente teste pode ser observado que
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o valor estimado e o esperado encontram-se dentro das duas elipses. A mais
externa indicando 95% de probabilidade e a mais interna de 99%.

Na sequéncia de testes, foi incorporado ao historico de temperaturas
geradas para o teste anterior um ruido para simular dados reais temperatura.
Esse ruido foi gerado a partir de uma distribuigdo normal com desvio
padrdo de 0.002, usando uma fun¢do do Maple. O desvio padrdo do ruido
foi utilizado no programa como dado de entrada sobre o desvio padrdo da
incerteza dos dados de entrada. A distribuicdo das temperaturas com o ruido
em funcdo do tempo para as mesmas trés posicdes do teste anterior €
mostrada na Fig. 5-6. Novamente, foram utilizados os dados de duas curvas
(x=0.1 e x=0.2) como dados de entrada para o método inverso.

Na Fig. 5-7 apresenta-se a comparacdo das temperaturas de entrada
do método inverso e a solugdo analitica, empregando-se os valores de
B =8 ¢ P,=1, que sdo os valores iniciais dos pardmetros a serem

ajustados. A Fig. 5-8 apresenta trés conjuntos de curvas: em vermelho as
temperaturas utilizadas como dados de entrada para o método inverso, em
preto a distribuicdo de temperaturas obtida com a solu¢do HBIM para o
problema direto e o uso dos parametros calculados, ap6s 30 iteragdes, com
o algoritmo do método inverso (P, = 8.877086446 ¢ P, = 1.259343024),
para as posicdes x = 0.1 e x = 0.2, em azul a distribuicdo de temperatura
na posicdo x = 0.3, que ndo foi empregada como dado de entrada do
algoritmo.
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Figura 5-6 — Temperatura adimensional em fungdo do tempo para so6lido semi-
infinito submetido a condigfio de fluxo 10713 com ruido normal de desvio padrio
de 0.02 para as posi¢des x = 0.1 (vermelho),x = 0.2 (azul) e x = 0.3 (preto).
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Novamente observa-se uma excelente concordancia entre as solucdes
mesmo com a presenca de ruidos, mostrando que a técnica € robusta para o
emprego com dados reais. Essa observacdo pode ser confirmada pelas
elipses de confiabilidade apresentadas na Fig. 5-9 onde, embora o valor
exato (circulo) e o valor estimado (cruz) ndo estejam sobrepostos, ambos se
encontram no interior da elipse de 99% de confiabilidade.
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Figura 5-7 — Temperatura adimensional em fungdo do tempo para sélido semi-
infinito submetido a condi¢do de fluxo 107 com ruido normal de desvio padiio
de 0.02 (vermelho) e a temperatura do modelo direto com os valores iniciais dos
parametros (preto), ambas para as posi¢des x = 0.1e x = 0.2.

Continuando os testes, a partir de entdo foi considerado para todos os
testes conseqiientes um fluxo de calor tipo pulso. Do mesmo modo que foi
tratado na Secdo 4.3, a condicdo de contorno é considerada como um
somatorio de duas fungdes fy;T™ e —fy, (T — 7,)™2, sendo que a segunda
funcdo ¢é definida como zero para valores de T menores que 7,. Para cada
uma dessas fungdes existe uma solucdo basica correspondente e a solugio
geral ¢ dada pela soma das solugdes basicas. No programa utilizado foi
implementada a solug¢do geral sendo consideradas as seguintes substitui¢cdes
de variaveis fo1 =Py, foo =P, mi=P;, my=P,, 1o =P, 1= F; t.
Com isso pode-se escrever a condi¢do de contorno de fluxo da seguinte
forma:

O=R (Py1)" + Py (Ps (¢ — B3))™ Heaviside(t - P) (5.3)

onde Heaviside (T — 1) é a fungio degrau (Spiegel, 1973).
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Figura 5-8 — Temperatura adimensional em fung¢do do tempo para sélido semi-
infinito submetido a condigdo de fluxo 1073 com ruido normal de desvio padrio
de 0.02 (vermelho e azul) e a temperatura do modelo direto com os valores finais
dos parametos (preto) para as posigdes x = 0.1ex = 0.2e x = 0.3.
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Figura 5-9 — Elipse de confiabilidade de 99% e 95% entre os parametros P, e P,.

Para obtengdo dos dados de entrada utilizados nos testes foram
arbitrados os seguintes valores iniciais para os pardmetros: P, =1,
Pob=-1, =0, PL=0, P, =0.025 ¢ P, =1. Com estes parametros
foram calculadas as temperaturas para as posicdes x = 0.1, x=0.2 ¢
x = 0.3. Estas temperaturas sdo mostradas na Fig. 5-10. Entfo s&o
realizados trés diferentes testes: no primeiro consideram-se os valores dos
paradmetros P; e Py conhecidos e determinam-se os outros quatro; a seguir
despreza-se o conhecimento existente do pardmetro P; e necessitam-se

determinar cinco pardmetros; na ultima o algoritmo ¢ utilizado para
determinar todos os seis parametros. Nos trés testes os mesmos valores
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iniciais s@o considerados para os pardmetros a serem determinados. A Tab.
5-1 apresenta a relagdo dos valores dos pardmetros exatos, iniciais e
calculados para cada um dos testes apos 30 iteragcdes. Na tabela, a sigla NC
significa Nao Calculado.

As Figs. 5-11, 5-12 e 5-13 apresentam os graficos de temperatura
adimensional em fun¢do do tempo adimensional, onde as curvas em
vermelho representam os dados de entrada nas posicées x = 0.1 e x = 0.2
e, em preto, as temperaturas calculadas com o uso dos parametros iniciais
de cada teste. Na Fig. 5-11 apresentam-se as curvas para o teste de
determinagdo de quatro parametros, na Fig. 5-12 a de cinco parametros e na
Fig. 5-13 a de seis parametros.

Tabela 5-1 — Valores exatos, iniciais e finais para os parametros calculados
testes sem ruido

s | £ | % : : :
g 5|2 g g g
N i s & g g
<«< o o < < <
£ = = A & &
=¥ > > <t v ©
A |1 1.2 1.402695361 1.3312666379 | 1.1758440178
P |-l -1.3 | -1.300799096 -1.266392722 | -1.1749316379
P |0 0.15 | 0.0733330652 0.0568114782 | 0.0253450898
Py |0 0.10 | 0.0368191148 0.0324714779 | 0.0198756438
P 10.025 | 0.01 | NC 0.0242155170 | 0.0244181517
F |1 1.3 NC NC 0.9667473787

As Figs. 5-14, 5-15 e 5-16 apresentam os graficos de temperatura
adimensional em fungdo do tempo adimensional, onde as curvas em
vermelho representam os dados de entrada nas posi¢des x = 0.1 e x = 0.2,
em azul os dados na posigdo x = 0.3 e, em preto, as temperaturas
calculadas com o uso dos parametros finais de cada teste. Na Fig. 5-14
apresentam-se as curvas para o teste de determinacdo de quatro pardmetros,
na Fig. 5-15 ade cinco pardmetros e na Fig. 5-16 a de seis parametros.




164

0.10+

0.084

=

=}

@
L

0.044

Temperatura Adimensional

0.02+

i T T T T T T T T 1
1002 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.08 0.10
Tempo [s]

Figura 5-10 — Temperatura adimensional em fun¢@o do tempo para solido semi-
infinito submetido a condigdo de fluxo pulso unitario para as posicdes x = 0.1

(vermelho), x = 0.2 (azul) e x = 0.3 (preto).
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Figura 5-11 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para sélido semi-
infinito submetido a condi¢do de fluxo pulo unitario (vermelho) e a temperatura do
modelo direto com os valores iniciais dos pardmetros (preto), ambas para as
posigdes x = 0.1 e x = 0.2 (Teste de 4 pardmetros).
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Figura 5-12 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para s6lido semi-
infinito submetido a condi¢do de fluxo pulso unitario (vermelho) e atemperatura do
modelo direto com os valores iniciais dos parfdmetros (preto), ambas para as
posicdes x = 0.1 ¢ x = 0.2 (Teste de 5 pardmetros).
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Figura 5-13 — Temperatura adimensional em func¢do do tempo para sélido semi-
infinito e difusividade adimensional 1 submetido a condiggo de fluxo pulso unitario
(vermelho) e a temperatura do modelo direto com os valores iniciais dos parametros
(preto), ambas para as posi¢des x = 0.1 e x = 0.2 (Teste de 6 parametros).
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Figura 5-14 — Temperatura adimensional em fun¢@o do tempo para solido semi-
infinito submetido a condi¢do de fluxo pulko unitario (vermelho e azul) ¢ a
temperatura do modelo direto com os valores finais dos parimetos (preto) para as
posi¢des x = 0.1, x = 0.2 e x = 0.3 (Teste 4 parametros).
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Figura 5-15 — Temperatura adimensional em fun¢@o do tempo para solido semi-
infinito submetido a condi¢do de fluxo pulo unitario (vermelho e azul) e a
temperatura do modelo direto com os valores finais dos pardmetos (preto) para as
posi¢des x =0.1,x =0.2 e x = 0.3 (Teste 5 pardmetros)
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Figura 5-16 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para s6lido semi-
infinito e difusividade adimensional 1 submetido a condi¢do de fluxo pulso unitario
(vermelho e azul) e a temperatura do modelo direto com os valores finais dos
parametos (preto) para as posigdes x =0.1 , x =0.2 ¢ x =0.3 (Teste 6
parametros)

Durante a realizagdo dos testes observou-se um incremento do tempo
de processamento a medida em que mais um parametro era determinado.
Isso porque os parametros Ps; e P, inserem uma nao-linearidade adicional
por se relacionarem entre si e com os parametros P; e P,, como pode ser
observado pela Eq. 5.3.

Mesmo com essas complexidades adicionais, o algoritmo atingiu a
convergéncia em todos os testes. Os graficos das temperaturas calculadas
com os parametros obtidos pelo programa sdo apresentados nas Figs. 5-14 a
5-16, para os casos de 4, 5 e 6 parAmetros respectivamente. Observe-se a
boa concordancia em cada um dos resultados apresentados.

Para concluir os testes de pulso unitario, foi adicionado ao perfil de
temperaturas utilizadas como dados de entrada um ruido de distribui¢do
normal e de desvio padrdo 0.02 gerado por uma fungido do Maple, de forma
a simular uma aquisi¢do real de temperatura. As temperaturas utilizadas
como dados de entrada, calculadas para as posicdes x = 0.1, x = 0.2 ¢
x = 0.3, e ja com o ruido sdo apresentadas na Fig. 5-17.

De forma analoga ao que foi realizado na analise dos casos sem
ruido a Tabela 5-2 apresenta os valores exatos, iniciais e calculados para os
parametros P; a P; nos casos calculados ap6s 30 iteragdes.



168

Tabela 5-2 — Valores exatos, iniciais e finais para os pardmetros calculados
testes com ruido

s | & | § : : :
= ¥ ‘g D D 5]
1
<« =} =} < < [
5 = = ~ ~ ~
=¥ > > <+ © =)
A |1 1.2 1.0469765253 1.155630943 1.1648437345
P | -1 -1.3 | -1.0657677258 -1.171215636 -1.191841544
2 (0 0.15 | 0.0102427127 0.0287617662 0.0247720292
Py 1o 0.10 | 0.0125071280 0.0270478013 0.0274276957
Ps | 0.025 | 0.02 | NC 0.0244646525 0.0240356283
Fy |1 1.3 NC NC 0.9767241695
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Figura 5-17 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para sélido semi-
infinito submetido a condigdo de fluxo pulso unitario com ruido normal de desvio
padrio de 0.02 para as posigdes x = 0.1 (vermelho), x = 0.2 (azul) ¢ x = 0.3

(preto).

As Figs. 5-18 a 5-20 mostram, em fung¢do do tempo, os graficos das
temperaturas adimensionais usadas como dados de entrada com ruido em
vermelho e em preto as curvas de temperatura calculadas com uso dos
valores iniciais dos pardmetros para os casos de determinacdo de 4, 5 ¢ 6

parametros respectivamente.
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Figura 5-18 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para s6lido semi-
infinito submetido a condig@o de fluxo pulso unitario com ruido normal de desvio
padrdo de 0.02 (vermelho) e a temperatura do modelo direto com os valores iniciais
dos pardmetros (preto), ambas para as posi¢des x = 0.1 e x = 0.2 (Teste 4
parametros).
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Figura 5-19 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para sélido semi-
infinito submetido a condig@o de fluxo pulso unitario com ruido normal de desvio
padrdo de 0.02 (vermelho) e a temperatura do modelo direto com os valores iniciais
dos pardmetros (preto), ambas para as posicdes x = 0.1 e x = 0.2 (Teste 5
parametros).
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Figura 5-20 — Temperatura adimensional em fun¢@o do tempo para solido semi-
infinito e difusividade adimensional 1.3 submetido a condicdo de fluxo pulko
unitario com ruido normal de desvio padrdo de 0.02 (vermelho) ¢ a temperatura do
modelo direto com os valores iniciais dos pardmetros (preto), ambas para as
posigdes x = 0.1 e x = 0.2 (Teste 6 parametros).

Finalmente, as Figs. 5-21 a 5-23 apresentam, para os casos de
determinagdo de 4, 5 6 parametros respectivamente, trés conjuntos de
curvas: em vermelho as temperaturas utilizadas como dados de entrada para
o método inverso, em preto a distribuicdo de temperaturas obtida com a
solucdo para o problema direto com o uso dos parametros calculados com o
algoritmo do método inverso, para as posigdes x = 0.1, x =0.2ex =03 ¢
em azul a distribuigdo de temperatura na posi¢do x = 0.3, que ndo foi
empregada como dado de entrada do algoritmo. Em todos os casos observa-
se uma excelente concordancia entre as solugdes mesmo com a presenca de
ruidos, ratificando o que foi mencionado anteriormente que a técnica ¢
robusta para o emprego com dados reais.

5.3 CONCLUSOES

Neste capitulo foi feito o desenvolvimento e implementacdo de um
algoritmo para a solugdo do problema inverso de condugdo de calor a partir
da solugdo direta do caso de solido semi-infinito com fluxo prescrito obtida
pelo HBIM. Este desenvolvimento foi implementado e submetido a oito
testes teoricos, em que os dados de entrada para o programa de solugdo
inversa foram gerados computacionalmente.

No primeiro teste a implementag@o foi utilizada para a determinagao
de 2 parametros da condicdo de fluxo prescrito com grande sucesso. No
segundo teste um ruido foi adicionado aos dados de entrada de forma a
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simular dados obtidos experimentalmente e, novamente, os resultados
observados foram muito bons.
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Figura 5-21 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para sélido semi-
infinito submetido a condi¢do de fluxo pulso unitirio com ruido normal de desvio
padrdo de 0.02 (vermelho e azul) e a temperatura do modelo direto com os valores
finais dos parametos (preto) para as posicdes x = 0.1, x = 0.2e x = 0.3 (Teste 4
pardmetros).
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Figura 5-22 — Temperatura adimensional em fun¢do do tempo para s6lido semi-
infinito submetido a condi¢do de fluxo pulso unitario com ruido normal de desvio
padrdo de 0.02 (vermelho e azul) e a temperatura do modelo direto com os valores
finais dos parametos (preto) para as posicdes x = 0.1, x = 0.2 e x = 0.3 (Teste 5
parametros).
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Figura 5-23 — Temperatura adimensional em fun¢@o do tempo para solido semi-
infinito e difusividade adimensional 1 submetido a condigéo de fluxo pulso unitario
com ruido normal de desvio padrao de 0.02 (vermelho e azul) e a temperatura do
modelo direto comos valores finais dos pardmetos (preto) para as posigdes x = 0.1,
x =0.2e x = 0.3 (Teste 6 pardmetros).

A partir do terceiro teste até o quinto, um mesmo conjunto de dados
gerados foi utilizado para todos os testes. Nestes casos foram calculados
quatro, cinco e seis parametros respectivamente. Em todos os casos foi
obtida uma boa concordancia entre os dados de entrada e o perfil de
temperatura gerada com os pardmetros calculados com trinta iteragdes.

Do sexto ao oitavo testes um ruido de distribuigdo normal foi
adicionado ao conjunto de dados para simular as incertezas de uma medida
real. Novamente uma excelente concordancia entre as temperaturas usadas
como dados de entrada e as geradas com os parametros calculados foi
verificada.

Do primeiro ao oitavo teste as exigéncias sobre o algoritmo
implementado foram aumentando gradativamente e em todos os testes o
mesmo se mostrou bastante robusto, atingindo as expectativas em todas as
situacOes analisadas.

Foi realizado outro teste, partindo dos resultados do oitavo teste,
explorando a influéncia das condigdes iniciais na convergéncia do
algoritmo. Os resultados ndo sdo apresentados neste trabalho por ndo serem
conclusivos. O que pode ser inicialmente observado ¢ que, dependendo dos
valores iniciais de cada um dos pardmetros, pode haver a divergéncia ou a
convergéncia para outro conjunto de valores que ndo o esperado. Isso
ocorre porque outro conjunto de parametros pode fornecer o mesmo
histdrico de temperaturas. Um estudo detalhado sobre o fendmeno deve ser
objetivo de trabalhos futuros.
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Importante ressaltar que essa abordagem de solugdo do problema
inverso ndo seria possivel com o uso das solu¢des classicas como solugdo
direta. Essa impossibilidade reside no fato de que as solu¢des classicas ndo
permitem o uso de valores de grau, m, ndo-inteiros em suas formulagdes.
Por isso, no caso de utilizacdo de solucdes classicas em problemas inverso,
normalmente ¢é utilizado um algoritmo baseado em obtengdo dos
coeficientes de uma expressdo polinomial de grau inicialmente definido.
Essa abordagem, por envolver um maior ntimero de termos de somatério
das solugdes é extremamente dispendiosa de recursos computacionais.

Uma possibilidade de complementacdo da pesquisa sobre o uso das
solucdes de HBIM para problemas inversos ¢ a de investigacdo da
dependéncia do valor de n com a influéncia da superficie B. O que fara

deste método ainda mais valoroso e Util no campo da engenharia.
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6 CONCLUSOES

O amplo espectro de aplicacdes existentes na engenharia que
envolvem o conhecimento e previsdo do comportamento térmico de
materiais, devido ao fendmeno de condugdo de calor, justificam a
necessidade de se desenvolver permanentemente ferramentas de calculo e
projeto que sejam simples, rapidas e que apresentem um grau de acuracia
compativel com a aplicag@o que se destina.

Assim, nesta tese uma nova abordagem do Método do Balango
Integral (HBIM) ¢é apresentada. Tradicionalmente, nos métodos HBIM,
empregam-se polindmios para o ajuste da distribuicdo de temperaturas. No
presente trabalho uma fungdo envolvendo um expoente de grau n é sugerida
e empregada. O perfil proposto possui duas partes distintas, a primeira para
o periodo de solido semi-infinito, na forma de uma expressdo de grau n,
onde o mesmo pode possuir qualquer valor real ou mesmo variar com o
tempo; e a segunda, baseada na forma de regime permanente para o sélido
finito com um termo de transi¢do. Essa proposta de perfil também ¢ original
do autor. A partir do perfil proposto foi desenvolvida uma série de solucdes
para as mais diversas combina¢des de condigdes de contorno. Expressodes
matematicas para a determina¢do do melhor valor do pardmetro n, baseadas
nas solugdes classicas do problema de sdlido semi-infinito nas diversas
condigdes de contorno da superficie livre sdo obtidas neste trabalho.

De forma a permitir analises sobre as solugdes obtidas com a nova
abordagem do HBIM foi desenvolvida, no &mbito deste trabalho, uma série
de solugdes a partir dos métodos classicos — Laplace e Separagdo de
Variaveis — com o uso da condicdo de contorno geral, obtendo-se um
desenvolvimento inédito na literatura. Nesse desenvolvimento ¢
demonstrado que, na realidade, a solugdo obtida pelo método de separagdo
de varidveis ¢ algebricamente igual ao da transformada de Laplace para a
situacdo de tempo longo, quando o teorema de Duhamel ¢ empregado nas
solucdes obtidas por separagdes de variaveis.

Para todos os métodos (classicos e HBIM) foram considerados
problemas de condugdo de calor unidimensional nos caso de sélido semi-
infinito e sélido finito. No caso de sélido semi-infinito foram consideradas
as condigdes de contorno usuais, temperatura prescrita, fluxo de calor
prescrito e convecgdo, para a superficie livre. Ja no sélido finito todas as
combinag¢des de condi¢cdes de contorno (temperatura, fluxo e convecgao)
em ambas as superficies foram analisadas.

Todas as condigdes de contorno adotadas no trabalho podem ou néo
ser variaveis no tempo. A dependéncia das condigdes de contorno com o
tempo ¢ modelada a partir da expressdo f,7™, sendo que o pardmetro m
determina o tipo de variagdo temporal. Para comparacdo entre as solugdes
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classicas e as obtidas pelo HBIM uma solug¢do por volumes finitos (VF) foi
obtida para cada um dos casos analisados. As solugdes de VF foram
utilizadas, nesta tese, como solu¢cdes base de comparacdo (benchmark).
Para as compara¢des foram escolhidos valores dos pardmetros m e f; que
permitissem a solu¢do pelos métodos classicos, uma vez que os mesmos
exigem o emprego de valores m inteiros enquanto que o método HBIM
pode ser empregado em qualquer situagdo. Dentro desse limitante, trés
casos envolvendo condigdes de contorno variaveis com o tempo foram
testados neste estudo: independente do tempo, com variacdo linear no
tempo e formato de pulso.

A partir desta comparagdo, verificou-se que os métodos classicos
sempre comparam bem com VF e que o HBIM também ¢ bastante preciso,
podendo ser empregado especialmente para casos cujas condicdes de
contorno sdo de convecc¢do e de temperatura prescrita. Para os casos de
convec¢do, 0 método sO ndo apresenta uma boa comparagdo para instantes
em que aumenta a influéncia da superficie B. Esta situagdo ocorre devido
ao fato de que o valor do pardmetro n empregado ¢ baseado nas condigdes
de contorno da superficie A. Desta forma acredita-se que o emprego de um
parametro n variavel com o tempo faria do HBIM tdo preciso quanto
qualquer outro método classico da literatura. Sugere-se esta pesquisa para
um trabalho futuro. Nas comparac¢des realizadas destacou-se uma grande
vantagem no uso do HBIM que é o menor tempo de processamento
computacional para a obtengdo das solugdes. O menor tempo
computacional, junto com a precisdo do método e a flexibilidade do mesmo
em tratar situagdes com valores de m ndo-inteiros faz com que este método
seja um forte candidato para aplicagdo em métodos inversos.

Para testar a eficiéncia do HBIM na aplicagdo em métodos inversos,
um procedimento de duas etapas foi adotado. Na primeira etapa, solucdes
diretas de problemas de conducdo de calor em solido semi-infinito com
condi¢do de contorno de fluxo prescrito, obtidas a partir do HBIM, s&o
empregadas para a obtencdo de dados de distribuigdo de temperatura no
espaco e no tempo. Esta distribuicdo é utilizada para calcular o historico de
temperaturas em relagdo ao tempo nas posigdes x=0,/ e x=0,2. Os
historicos calculados sdo utilizados como dados de entrada para o problema
inverso de condugdo de calor. A condi¢do de fluxo prescrito ¢ aproximada
por uma expressdo de seis pardmetros. A técnica de Minimos Quadrados ¢
empregada para a montagem do problema inverso e o método de Gradiente
Conjugado Nao-linear com Rewton-Raphson e Polak-Ribiére é utilizado
para a obtencdo dos parametros relativos ao fluxo. A partir dos parametros
calculados e usando a solucdo analitica, proveniente do HBIM, obtém-se
uma nova distribuicdo de temperatura em func@o do tempo e do espago.
Essa nova distribuicdo ¢ comparada com a distribui¢@o utilizada como dado
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de entrada e a uma outra posi¢do, x=0.3, ndo utilizada como dado de
entrada. Todo o algoritmo ¢ implementado e testado com o uso do software
de manipulagdo algébrica Maple.

Para a segunda etapa um ruido de distribui¢do normal ¢ adicionado
aos dados tedricos empregados como entrada no algoritmo do método
inverso. Esta adicdo do ruido serve para simular casos reais, onde, a partir
de temperaturas medidas em um experimento, deseja-se obter dados
desconhecidos como as condigdes de contorno na superficie (fluxo
prescrito, temperatura ouconveccio) ou algumas propriedades termofisicas,
como a difusividade térmica. Nesse caso, com o ruido, o mesmo
procedimento e analise do caso dos dados de entrada sem ruidos foram
realizados.

Conforme a escolha de implementacdo o caso de fluxo prescrito foi
analisado em quatro situagdes sem ruido e com ruido. Sdo elas: fluxo
monotodnico, desconhecendo-se intensidade e grau de variagdo — problema
com analise de dois parametros; fluxo de pulso, desconhecendo-se
intensidade e grau de variacdo e conhecendo-se tempo de término do pulso
e difusividade térmica — 4 parametros; fluxo de pulso desconhecendo-se a
intensidade, grau de variagdo e tempo de duragdo do pulso, com
difusividade térmica conhecida — 5 parametros; e fluxo de pulso,
desconhecendo-se a intensidade, grau de variacdo, tempo de duragdo do
pulso e difusividade térmica.

Em todos os casos, escolhidos por representar situagdes reais, o
método inverso, aplicado a dados obtidos a partir da solugdo por HBIM, se
mostrou muito preciso, mostrando que o HBIM ¢é adequado para o uso em
algoritmos de solugdes inversas. Note-se que o procedimento apresentado
na solucdo do problema inverso ndo seria aplicavel com o uso dos métodos
classicos, pois a obteng¢do de parametros ndo inteiros nos expoentes das
expressoes relativas as condi¢des de contorno ndo sdo admissiveis em tais
solugdes. Este fato colabora na demonstragdo da utilidade dos métodos
integrais.

Resumindo, as principais contribuicdes do presente trabalho de tese
sdo:

e Desenvolvimento de uma nova familia de solugdes a partir do uso
de um novo perfil de temperatura no Método de Balango Integral
do Calor (HBIM);

e Obtengdo de expressdes algébricas que relacionam o grau do
expoente n, utilizado no novo perfil proposto para o HBIM, ¢ a
condicdo de contorno da superficie livre no caso de sélido semi-
mfinito;
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Desenvolvimento de uma nova abordagem das técnicas classicas
de Separacgdo de Variaveis e Transformada de Laplace pelo uso de
uma condi¢do de contorno Global;
Demonstra¢do da igualdade algébrica das solucdes obtidas pela
técnica de Separagdo de Variaveis com aplicagdo do Teorema de
Duhamel e pela Técnica da Transformada de Laplace para tempo
longo;
Demonstra¢do, por comparagdo com as técnicas classicas, da
aplicabilidade das solugdes obtidas por HBIM na obtencdo de
resultados de interesse de engenharia;
Desenvolvimento e teste de ferramenta de solugdo de problema
inverso de condugdo de calor semi-infinito baseado em solucdo
direta do HBIM para a determinacdo simultanea de fluxo prescrito
e difusividade térmica.

Para a continuacdo do presente trabalho de pesquisa, sdo propostos

0s seguintes temas:

Obtencdo de expressdes algébricas que relacionam o grau do
expoente n, utilizado no novo perfil proposto para o HBIM, ¢ a
condi¢do de contorno em ambas as superficies no caso de solido
finito;

Desenvolvimento e teste de ferramenta de solugdo de problema
inverso de condugdo de calor semi-infinito baseado em solucdo
direta do HBIM para a determinagdo simultdnea de temperatura
prescrita, convecgdo e difusividade térmica.

Complementagdo da familia de solugdes desenvolvidas a partir do
perfil de temperatura proposto neste trabalho ao HBIM para as
condic¢des de contorno de ablagdo e radiagio;

Complementagdo da familia de solugdes desenvolvidas a partir do
perfil de temperatura proposto neste trabalho ao HBIM para as
condigdes de propriedades térmicas dependentes da temperatura;
Complementagdo da familia de solugdes desenvolvidas a partir do
perfil de temperatura proposto neste trabalho ao HBIM para
geometrias ortogonais generalizadas;

Aplicagdo da familia de solu¢des desenvolvidas a partir do perfil
proposto ¢ uso de técnicas integrais similares ao HBIM para a
solucdo de outra classe de problemas tais como hidrodindmica e
difusdo de massa.

Pesquisa da influéncia das condigdes iniciais sobre a convergéncia
dos parametros estimados na solug¢do de problemas inversos de
condugdo de calor baseado em solugdo direta do HBIM.
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APENDICE A - DESENVOLVIMENTO DO CONJUNTO
TRANSFORMADA/INVERSA DE LAPLACE

Para a obtengdo de diversas solu¢des pelo método da transformada
de Laplace, conforme apresentadas na presente tese, foi necessario o
desenvolvimento de um par de transformada ndo encontrada nas tabelas e
manuais disponiveis para consulta. A seguir esse desenvolvimento ¢

apresentado.

DESENVOLVIMENTO DE TRANSFORMADA INVERSA DE

e_x‘/?

5 (m+1)2 (\/?A—Bi)k

° _X\/? como uma razao r (\/S_)
5 (m+1)12 (\/?+Bi)k Js

x5
Js J—= -
rl )Jz'"(ﬁwi)

F(S == - Bsta expressio pode ser definida como
s™(s+Bi)

Reescrevendo

Logo, pode-se escrever

F(S)Ze_xs G(S) onde G(s):;- Por sua vez, esta ultima
s™(s+Bi)k

pode ser escrita como G(s)=H(s)M(s) sendo H(s):Lm e
S

Das tabelas de transformadas de Laplace (Abramowitz, 1972) tém-se
que
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Assim, pelo teorema da convolugdo, pode-se obter
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que ap6s algumas manipulagdes algébricas pode ser reescrita na forma
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Definindo-se a mudanca de variavel B =-Biu e aplicando-a na expressdo anterior tém-se
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que pode ser reformulada com o uso das séries binomiais (Abramowitz, 1972) apresentando-se na forma
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t Lm(ﬁgl’)} T (m )0 (k )(=Bi)" 1 M L;of(ﬁl)r(k—j)(B) /3} fdp

Invertendo-se a ordem entre somatorio e integral e isolando na integral apenas os termos relativos a mesma
obtém-se a expressdo
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Resolvendo-se a integral a expressdo fica na forma

Y B e 102
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que pode ser rearranjada sendo, finalmente, escrita na forma
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Usando-se a expressao anterior em conjunto com o teorema da defasagem (apresentado na Tab.2-3 desta tese)
tém-se a transformada inversa de F (s ), que pode ser apresentada como sendo
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Desta expressdo pode-se aplicar o teorema de Efros para se calcular a transformada inversa da fungdo de
interesse inicial,
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Rearranjando-se a expressdo, com o objetivo de realizar as integragdes de forma analitica, tém-se
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Fazendo-se entdo a seguinte substituicdo de variaveis, g—__“ _  p; [ ,t€m-se a expressdo na forma
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Desta expressdo calcula-se as integrais (Abramowitz, 1972) e obtém-se
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que pode ser reorganizada, expressa e usada na forma
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APENDICE B — CODIGO DIRETO DESENVOLVIDO

Neste anexo ¢ apresentado um dos dois principais co6digos
desenvolvidos para a realizacdo das simulagdes que foram analisadas e
comparadas no presente trabalho. O codigo ndo estd documentado ou
comentado por terem sido de uso exclusivo do programador.

No cédigo de solugdo direta foram programadas as rotinas de
solu¢do do problema de condugdo de calor unidimensional fazendo uso
dos quatro métodos comparados no capitulo 4 da presente tese: Volumes
Finitos, Laplace Tempo Longo, Laplace Tempo Curto e Balanco
Integral do Calor. As solugdes foram implementadas em modulos ndo
comunicantes, isto €, sdo0 necessarias modificagdes em cada um dos
trechos do cddigo para a implementacdo das condigdes de contorno de
interesse.

CODIGO FONTE DO PROGRAMA DE
SOLUCAO DIRET A EM MAPLE

# Volumes Finitos

restart: gc(): with(plots): with(LinearAlgebra): with(ExcelTools):
Nom:="C:\\Transfer\\":

nplan==0:

Ta=1:Qa=1:Ti=1: Bi=5: mt=1: mf=1: mc=1:

# Parametros Fisicos

TF=1: # Tempo Final

L=1: # Comprimento Caracteristico

# Parametros de Volumes Finitos

NV:=100: # Numero de Volumes Espaciais

NTp:=100: # Numero de Passos Temporais

# Inicializagdo da Algebra

A:=Matrix(NV+2,NV+2,0):

B=Matrix(NV+2,NV+2,0):

F:=Vector(NV+2,0):

# Malha Temporal

DT:=evalf(TF/NTp):

# Malha Espacial

X[1]=0: for nv from 1 to NV do X[nv+1]:=evalf(X[nv]+L/NV); od:
# Calculo das Métricas

for nv from 1 to NV do L[nv]=evalf(X[nv+1]-X[nv]); od:
# Matrix de Volumes

# Fronteira A
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All,1]=Ka*(L[1]/2/DT+1/L[1])+Ba:
Al1,2]=Ka*(-1/L[1]):

B[1,1]=Ka*(L[1]/2/DT):

# Volume Interno

for nv from 2 to NV do

Alnv,nv-1]=-1/L[nv-1];
Alnv,nv]=(L[nv-1]+L[nv])/2/DT+1/L[nv-1]+1/L[nv];
Alnv,nv+1]=-1/L[nv];
B[nv,nv]=(L[nv-1]+L[nv])/2/DT;

od:

# Fronteira B

Alnv,nv-1]=Kb*(-1/L[nv-1]):
Alnv,nv]=Kb*(L[nv-1]/2/DT+1/L[nv-1])+Bb:
B[nv,nv]:=Kb*(L[nv-1]/2/DT):

# Termo Fonte

F[1]=fo*DTau"m:

Alnv+1,nv+1]=1:

F[nv+1]=DTau:

# Caracteristicas do Problema
KA:=[0,0,0,1,1,1,1,1,1]:

BA:=[1,1,1,0,0,0,Bi, Bi, Bi]:

KB:=[0,1,1,0,1,1,0,1,1]:

BB:=[1,0,Bi,1,0,Bi,1,0,Bi]:
FO:=[Ta,Ta,Ta,Qa,Qa,Qa,Bi*Ti, Bi*Ti,Bi*T1i]:

MM :=[mt,mt,mt,mf,mf,mf, mc,mc,mc]:

Tr=Matrix(N V+2,NV+2,0): for np from 2 to NV+2 do Tr[np,np-1]:=1:
od: Tr[1,NV+2]=1: Tr:
XV:=convert([seq(X[np],np=1..nv),0], Vector):

# Calculo de Volumes Finitos

for nc from 1 to 9 do
Ka:=KA[nc]:Ba:=BA[nc]:Kb:=KB[nc]:Bb:=BB[nc]: m:=MM]nc]:
fo:=FO[nc]:

T=Vector(NV+2,0): Unc]=T:

st:=time():

for nt from 1 to NTp do DTau=nt*DT: print(nc,nt);
T=MatrixInverse(A).(B.T+F); Unc]=<U[nc]|T>: od:
XV[nv+1]=time()-st:
UM[nc]=convert(<XV|U[nc]>,Matrix);

nplanl =nplan+nc:

Export(Tr.UM[nc], cat(Nom,"Geral.xls "), nplanl);
od:
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# Laplace Tempo Longo

restart:gc():with(plots):with(RootFinding) : with(ExcelTools):
Nom:="C:\Transfer\\":

nplan:=9:

Ta=1:Qa=1:Ti=1:Bi=5: mt=1: mf=1: mc:=1:

# Solugdo Desenvolvida Laplace Tempo Longo
el=Sum(fo*tau"m*GAMMA(m+1)*(Kb*lambda[n]*cos((1-
x)*lambda[n])+Bb*sin((1-

x)*lambda[n]))/((2*Ka*Kb+Ka* Bb+Ba* Kb)*lambda[n]*sin(lambda[n])
-(Ba*Bb+Ka*Bb+Ba* Kb-
Ka*Kb*lambda[n]"2)*cos(lambda[n]))*2/lambda[n]*(Sum((-
lambda[n]"2*tau)(r-m)/GAMMA(r+1),r=0..m)-exp(-
lambda[n]"2*tau)/(-lambda[n]"2*tau)”"m),n=1..nf):
e2:=(Ka*Kb*alpha"2-

Ba*Bb)*sin(alpha)=(Ka* Bb+Ba*Kb)*alpha*cos(alpha):
KA=[0,0,0,1,1,1,1,1,1]:

BA=[1,1,1,0,0,0,Bi,Bi, Bi]:

KB=[0,1,1,0,1,1,0,1,1]:

BB:=[1,0,Bi,1,0,Bi,1,0,Bi]:
FO:==[Ta,Ta,Ta,Qa,Qa,Qa,Bi*Ti,Bi*T1,Bi*T1i]:

MM =[mt,mt,mt,mf,mf,mf, mc,mc,mc]:

TF=1: NF=100:

for nc from 1 to 9 do
eq=subs(Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],e2);
AV[0]=0: for nk from 1 to NF do AV[nk]=fsolve(eq,alpha, AV[nk-
1]..AV[nk-1]+2*Pi,avoid={alpha=AV[nk-1]}); od;
LCe[nc]:=evalf(subs(nf=NF,fo=FO[nc],lambda[n]=AV[n],m=MM|nc],
Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],el)):

od:

LCe[5]=LCe[5]+int(FO[5]*tI"mf,tl=0..tau):

AV[0]=0: for nk from 1 to NF do AV[nk]:=NextZero(alpha->(alpha”2-
Bi"2)*sin(alpha)-2*alpha* Bi*cos(alpha), AV[nk-1]): od: nc:=9:
LCe[nc]=subs(nf=NF,fo=FO[nc],lambda[n]=AV[n],m=mc,Ka=KA[nc],
Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],el):

# Parametros de Malha

L=1: # Comprimento Caracteristico

NV:=100: # Numero de Volumes Espaciais

NTp:=100: # Numero de Passos Temporais

# Malha Temporal

DT=evalf(TF/NTp):

# Malha Espacial
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X[1]=0: for nv from 1 to NV do X[nv+1]=evalf(X[nv]+L/NV); od:
XV:=convert([0,seq(X[nv],nv=1..NV+1)], Vector):

for nc from 1 to 9 do

T:=Vector(NV+2,0):

Ulnc]=T:

st:=time():

for nt from 1to NTp do

T:=Vector([nt*DT seq(evalf(subs(x=X[nv],tau=nt*DT,LCe[nc])),nv=1..
NV+1))):

Ulnc]=<U[nc]|T>:

print (nc,nt);

od:

XV[1]=time()-st:

UM[nc]:=convert(<XV|U[nc]>,Matrix);

nplan1 =nplan+nc:

Export(UM[nc], cat(Nom,"Geral.xIs"), nplanl);

od:

# Laplace Tempo Curto

restart:gc():with(plots):with(RootFinding) : with(ExcelTools):
Nom:="C:\\Transfer\\":

nplan==18:

Ta=1: Qa=1:Ti=1: Bi=5: mt=1: mf=1: mc=1:

# Solucdo Desenvolvida Laplace Tempo Curto
LCC[1]=Ta*GAMMA(mt+1)*(4*tau) mt*(erfc(2*mt,x/sqrt(4*tau))+S
um((erfc(2*mt,(2*n+x)/sqrt(4*tau))-erfc(2*mt,(2*n-
x)/sqrt(4*tau))),n=1..nf));

LCC[2]=Ta*GAMMA(mt+1)*(4*tau) mt*(erfc(2*mt,x/sqrt(4*tau))+S
um((-1)"n*(erfc(2*mt,(2*n+x)/sqri(4*tau))-erfc(2*mt,(2*n-
x)/sqrt(4*tau))),n=1..nf));

LCC[3]=Ta*GAMMA(mt+1)*(4*tau) mt*(erfc(2*mt,x/sqrt(4*tau))+S
um((-1)"n*(erfc(2*mt,(2*n+x)/sqrt(4*tau))-erfc(2*mt,(2*n-
x)/sqrt(4*tau))),n=1..nf))+Ta* GAMM A(mt+1)*Sum(Sum((-

1)’ n*GAMMA(n+1)*(-2*Bi) \(k+1)/GAMMA(k+2)/GAMM A(n-
k)*(Sum((-1)"G+1)*GAMMA(Q2*mt+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
D/GAMMA(Q2*mt+1)/GAMMAG+1)/(-

BN 2*mt+j+1)*(Sum(GAMM A(r+k-j+1)/GAMMA(k-
7+1/GAMMA(r+1)*(-2*Bi*sqrt(tau))r*erfc(r+k-
J,(2*n+x)/sqrt(4*tau)),r=0..2*mt+j)-exp(Bi*(2*n+x)+Bi"2 *tau) *erfc (k-
J((2*n+x)/sqrt(4*tau)+Bi*sqrt(tau)))),j=0..k)-Sum((-
DAGHD)*GAMMAQ *mt+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
/GAMMAQ*mt+1)/GAMMA(G+1)/(-



13

B)"(2*mt+j+1)*(Sum(GAMMA(r+k-j+1)/GAMM A(k-
7+1)/GAMMA(r+1)*(-2*Bi*sqrt(tau) ) r*erfc(rtk-j,(2*n-
x)/sqrt(4*tau)),r=0..2*mt+j)-exp(Bi*(2*n-x)+Bi"2*tau) *erfc(k-j,((2*n-
x)/sqrt(4*tau)+Bi*sqrt(tau)))),j=0..k)),k=0..n-1),n=1..nf);

LCC[4]=Qa*GAMM A(mf+1)*(4*tau)(mf+1/2)*(erfc(2*mf+1,x/sqrt(4
*tau))+Sum((-

D) n*(erfe(2*mf+1,(2*n+x)/sqrt(4*tau) f+erfc (2 *mf+1,(2*n-
x)/sqrt(4*tau))),n=1..nf));

LCC[5]=Qa*GAMM A(mf+1)*(4*tau)(mf+1/2)*(erfc(2*mf+1,x/sqrt(4
*tau) )+Sum((erfc(2*mf+1,(2*n+x)/sqrt(4*tau))+erfc(2*mf+1,(2*n-
x)/sqrt(4*tau))),n=1..nf));

LCC[6]=Qa*GAMM A(mf+1)*(4*tau)(mf+1/2)*(erfc(2*mf+1,x/sqrt(4
*tau) )+Sum((erfc(2*mf+1,(2*n+x)/sqrt(4*tau))+erfc(2*mf+1,(2*n-
x)/sqrt(4*tau))),n=1..nf))+Qa*GAMM A(mf+1)*Sum(Sum(GAMM A(n+
1)*(-2*Bi)N(k+1)/GAMMA(k+2)/GAMM A(n-k)*(Sum((-
DAG+1)*GAMMAQ2*mf+1+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
)/GAMMAQ*mf+1+1)/GAMMA(j+1)/(-
B)"2*mf+1+j+1)*(Sum(GAMMA(r+k-j+1)/GAMMA(k-
71)/GAMMA(r+1)*(-2*Bi*sqrt(tau) ) r*erfc(r+k-
J,(2*n+x)/sqrt(4*tau)),r=0..2 *mf+1+;j)-

exp(Bi*(2*n+x)+Bi"2*tau)*erfc (k-
J,((2*n+x)/sqrt(4*tau)+Bi*sqrt(tau)))),j=0..k)+Sum(( -
DAGH1)*GAMMAQ2*mf+1+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
D/GAMMAQ2*mf+1+1)/GAMMA(j+1)/(-
B)"2*mf+1+j+1)*(Sum(GAMM A(r+k-j+1)/GAMM A(k-
7H1)/GAMMA(r+1)*(-2*Bi*sqrt(tau))r*erfc(r+k-j,(2*n-
x)/sqrt(4*tau)),r=0..2*mf+1+j)-exp(Bi* (2*n-x)+Bi"2*tau) *erfc (k-
J,((2*n-x)/sqrt(4*tau)+Bi*sqrt(tau)))),j=0..k)),k=0..n-1),n=1..nf);
LCC[7]=Bi*Ti*GAMMA(mc+1)*(1/(-
Bi)N(2*mc+1)*(exp(Bi*x+Bi"2*tau)*erfc (x/sqrt(4*tau)+Bi*sqrt(tau)) -
sum((-

Bi*sqrt(4*tau))” r*erfc(r,x/sqrt(4*tau)),r=0..2*mc+0))+Sum(Sum((-
D)"n*GAMM A(n+1)*(-2*Bi) "k GAMMA(k+1)/GAMM A(n-
k+1)*Sum(((-1)N*GAMMA(2*mc+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
DIGAMMA(Q2*mc+1)/GAMMA(+1)/(-
Bi)"(2*mc+j+1))*(exp(Bi*(2*n+x)+Bi"2*tau) *erfc (k-
J,(2*n+x)/sqrt(4*tau)+Bi*sqrt(tau))-sum((-

Bi*sqrt(4*tau)) r*GAMMA(k-j+r+1)/GAMMA(r+1)/GAMM A(k-
jtD*erfe(k-

JH,(2*n+x)/sqrt(4*tau)) ,r=0..2*mc+j)),j=0..k),k=0..n),n=1..nf)+Sum(Su
m((-1)"n*GAMM A(n)*(-2*Bi)"k/GAMM A(k+1)/GAMM A(n-
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k)*Sum(((-1)"7*GAMMA(2*mc+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
/GAMMA(Q*mc+1)/GAMMA(j+1)/(-Bi)N2*mc+j+1))*(exp(Bi*(2*n-
x)+Bi"2*tau)*erfc(k-j,(2*n-x)/sqri(4*tau)+Bi*sqrt(tau) ) -sum((-
Bi*sqrt(4*tau)) r* GAMMA(k-j+r+1)/GAMMA(r+1)/GAMM A(k-

D *erfe(k-j+r,(2*n-x)/sqrt(4*tau)),r=0..2*mc+j)),j=0..k),k=0..n-
1),n=1..nf));

LCC[8]=Bi*Ti*GAMMA(mc+1)*(1/(-
Bi)N(2*mc+1)*(exp(Bi*x+Bi"2*tau)* erfc (x/sqrt(4*tau)+Bi*sqrt(tau)) -
sum((-

Bi*sqrt(4*tau)) r*erfc(r,x/sqrt(4 *tau)),r=0..2*mc+0))+Sum(Sum(GAM
MA(n+1)*(-2*Bi) "k/ GAMMA(k+1)/GAMM A(n-k+1)*Sum(((-
DN*GAMMA(2*me+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
)/GAMMA(Q2*mc+1)/GAMMA(j+1)/(-
Bi)N(2*mc+j+1))*(exp(Bi*(2*n+x)+Bi"2*tau) *erfc (k-
J,(2*n+x)/sqri(4*tau)+Bi*sqrt(tau) ) -sum((-

Bi*sqrt(4*tau)) r*GAMMA(k-j+r+1)/GAMMA(r+1)/GAMM A(k-
jtD)*erfe(k-

Jtr,(2*n+x)/sqrt(4*tau)) r=0..2*mc+j)),j=0..k),k=0..n),n=1..nf) +Sum(Su
m(GAMM A(n)*(-2*Bi)"k/GAMMA(k+1)/GAMM A(n-k)*Sum(((-
DN*GAMMA(2*me+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
D/GAMMA(Q2*mc+1)/GAMMA(j+1)/(-B)N2*mc+j+1))*(exp(Bi*(2*n-
x)+Bi"2*tau)*erfc(k-j,(2*n-x)/sqri(4*tau)+Bi*sqrt(tau))-sum((-
Bi*sqrt(4*tau)) r*GAMM A(k-j+r+1)/GAMM A(r+1)/GAMM A(k-
jrD*erfe(k-j+r,(2*n-x)/sqrt(4*tau)),r=0..2*mc+j)),j=0..k),k=0..n-
1),n=1..nf));

LCC[9]=Bi*Ti*GAMM A(mc+1)*(1/(-
Bi)*(2*mc+1)*(exp(Bi*x+Bi"2*tau)*erfc(x/sqrt(4 *tau)+Bi*sqrt(tau)) -
sum((-

Bi*sqrt(4*tau) )" r*erfc(r,x/sqrt(4*tau)),r=0..2*mc+0))+Sum(Sum(GAM
MAQ2*n+1)*(-2*Bi)"k/GAMM A(k+1)/GAMM A(2*n-k+1)*Sum(((-
DN*GAMMA(2*mce+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
/GAMMA(Q*mc+1)/GAMMA(j+1)/(-
Bi)"(2*mc+j+1))*(exp(Bi*(2*n+x)+Bi"2*tau) *erfc (k-
J,(2*ntx)/sqri(4*tau)+Bi*sqrt(tau) ) -sum((-

Bi*sqrt(4*tau)) r*GAMMA(k-jtr+1)/GAMMA(r+1)/GAMM A(k-
jrD*erfe(k-
Jr,(2*n+x)/sqrt(4*tau)),r=0..2*mc+;j)),j=0..k),.k=0..2*n),n=1..nf)+Sum(
Sum(GAMM A(2*n)*(-2* Bi)"k/GAMMA(k+1)/GAMMA(2*n-
k)*Sum(((-1)*GAMMA(2*mc+j+1)*sqrt(4*tau) (k-
/GAMMA(Q*mc+1)/GAMMA(j+1)/(-Bi)N2*mc+j+1))*(exp(Bi*(2*n-
x)+Bi"2*tau)*erfc(k-j,(2*n-x)/sqri(4*tau)+Bi*sqrt(tau) ) -sum((-
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Bi*sqrt(4*tau)) r*GAMM A(k-j+r+1)/GAMM A(r+1)/ GAMM A(k-
jtD*erfe(k-j+r,(2*n-x)/sqrt(4*tau)),r=0..2*mc+j)),j=0..k),k=0..2*n-
1),n=1..nf));

TF=1: NF=2:

# Parametros de Malha

L=1: # Comprimento Caracteristico

NV:=100: # Numero de Volumes Espaciais

NTp:=100: # Numero de Passos Temporais

# Malha Temporal

DT=evalf(TF/NTp):

# Malha Espacial

X[ 1]=0: for np from 1 to NV do X[np+1]=evalf(X[np]+L/NV); od:
XV:=convert([0,seq(X[np],np=1..NV+1)], Vector):

for nc from 1 to 9 do

LCc[nc]=evalf(subs(nf=NF,LCC[nc])):

T:=Vector(NV+2,0):

Ulnc]=T:

st:=time():

for nt from 1to NTp do

T:=Vector([nt*DT ,seq(evalf(subs(x=X[nv],tau=nt*DT,LCc[nc])),nv=1..
NV+1))):

Ulnc]=<U[nc]|T>:

print (nc,nt);

od:

XV[1]:=time()-st:

UM[nc]:=convert(<XV|U[nc]>,Matrix);

nplanl =nplan+nc:

Export(UM[nc], cat(Nom,"Geral.xIs"), nplan1);

od:

# HBIM Tempo Longo

restart:gc():with(plots):with(RootFinding): with(ExcelTools):
alias(W=LambertW):

Nom:="C:\\Transfer\\":

nplan==27:

Ta=1: Qa=1:Ti=1: Bi:=5: mt=1: mf=1: mc=1:

# Solucdo Desenvolvida HBIM Tempo Longo

K1 :=(2*Kb+Bb)*(n*Ka+Ba)*(n+1)/2-(Ka* Bb+Ba* Bb+Ba*Kb):

K2 =(Ka*Bb+Ba*Bb+Ba*Kb)*n*(n+1):

K3 =n*(n+1):

f=(tl)->fo*tI"m:

el =K1*diff(phiO(tau),tau)+K2*phi0(tau)=K3*{(tau)-diff({(tau),tau):
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e2:=f(tau)/(n*Ka+Ba)*(1-x)"n+phi0(tau)*(Bb*(1-x)+Kb-
(Ka*Bb+Ba*Bb+Ba*Kb)/(n*Ka+Ba)*(1-x)"n):
e3:=f(tau)*d(tau)/n/(Ka+Ba*d(tau)/n)*(1-x/d(tau))"n:
ed:=m/tau*d(tau)"2+diff(d(tau)"2,tau)-
Ba*d(tau)*diff(d(tau)"2,tau)/(2*(n*Ka+Ba*d(tau)))-n*(n+1)=0:
KA:=[0,0,0,1,1,1,1,1,1]:

BA=[1,1,1,0,0,0,Bi,Bi,Bi]:

KB:=0,1,1,0,1,1,0,1,1]:

BB:=[1,0,Bi,1,0,Bi,1,0,Bi]:

FO:=[Ta,Ta,Ta,Qa,Qa,Qa,Bi*Ti, Bi*TiBi*T1i]:
NN:=[nt,nt,nt,nf,;nf,;nf,;ncv,ncv,ncv]:

MM =[mt,mt,mt,mf,mf,mf, mc,mc,mc]:

TO=[Tt,Tt, Tt, Tf,Tf, Tf, Tc,Tec,Tc]:

TF=1:

phi=Bi"2 *tau*(exp(Bi"2*tau)*erfc(Bi*sqrt(tau))-sum((-
Bi*sqrt(tau)) t/GAMMA(1/2+1),r=0..2*mc-
1))/(exp(Bi"2*tau)*erfc(Bi*sqrt(tau))-sum((-

Bi*sqrt(tau)) r/GAMMA(1r/2+1),r=0..2*mc+1)):
nt=evalf(1/((mt+1/2)*(GAMMA(mt+1/2)/GAMMA(mt+1))"2-1));
nf=evalf(1/((mf+1)*(GAMMA(mf+1)/GAMMA(mf+3/2))"2-1));
ncv:=evalf(1/((phi)*(GAMMA(phi)/GAMM A(phi+1/2))"2-1));
Tt=evalf((GAMMA(mt+1)/GAMMA(mt+1/2)/nt)"2);

Tc:=fsolve(GAMM A(phi)*G AMM A(phi+1/2)/(phi*G AMM A(phi) "2 -
GAMMA(phit+1/2)"2)*sqrt(tau)-1,tau);
Tf=evalf((GAMMA(mf+3/2)/GAMM A(mf+1)/nf)"2);

for nc from 1 to 3 do

s1[nc]:=d(tau)=sqrt(nt*(nt+1)*tan/(mt+1/2));
T1[nc]=piecewise(x<=rhs(s1[nc]),evalf(subs(s1[nc],Ka=KA[nc],Ba=B
Alnc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],fo=FO[nc],m=MM|nc],n=NN[nc],e3)),0)

'SZ [nc]=evalf(dsolve({subs(Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=B
B[nc],fo=FO[nc],m=MM]|nc],n=NN[nc],el),phi0(TO[nc])=0},phiO(tau))
):
T2[nc]=subs(s2[nc],Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],f
0=FO[nc],m=MM[nc],n=NN[nc],e2):
HBIM[nc]=piecewise(tau<TO[nc],T1[nc],T2[nc]);

od:

for nc from 4 to 6 do

s1[nc]:=d(tau)=sqrt(nf*(nf+1)*tan/(mf+1));
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T1[nc]=piecewise(x<=rhs(s1[nc]),evalf(subs(s 1[nc],Ka=KA[nc],Ba=B
Alnc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],fo=FO[nc],m=MM|nc],n=NNJ[nc],e3)),0)

s2[nc]:=evalf(dsolve( {subs(Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=B
B[nc],fo=FO[nc],m=MM][nc],n=NN[nc],e1),phi0(TO[nc])=0} ,phiO(tau))
):
T2[nc]=subs(s2[nc],Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],f
0=FO[nc],m=MM[nc],n=NN[nc],e2):
HBIM[nc]:=piecewise(tau<TO[nc],T1[nc], T2[nc]);

od:

for nc from 7 to 9 do

s1[nc]=d(tau)=GAMMA(phi)*GAMM A(phi+1/2)/(phi*G AMM A(phi)*
2-GAMM A(phit+1/2)"2)*sqrt(tau);
T1[nc]=piecewise(x<=rhs(s1[nc]),evalf(subs(s 1[nc],Ka=KA[nc],Ba=B
Alnc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],fo=FO[nc],m=MM|nc],n=NN[nc],e3)),0)

s2[nc]:=evalf(dsolve( {subs(Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=B
B[nc],fo=FO[nc],m=MM][nc],n=evalf(subs(tau=TO[nc],NN[nc])),e1),ph
10(TO[nc])=0},phi0(tau))):
T2[nc]=subs(s2[nc],Ka=KA[nc],Ba=BA[nc],Kb=KB[nc],Bb=BB[nc],f
0=FO[nc],m=MM[nc],n=NN[nc],e2):
HBIM[nc]=piecewise(tau<TO[nc],T1[nc],T2[nc]):

od:

# Parametros de Malha

L=1: # Comprimento Caracteristico

NV:=100: # Numero de Volumes Espaciais

NTp:=100: # Numero de Passos Temporais

# Malha Temporal

DT:=evalf(TF/NTp):

# Malha Espacial

X[1]=0: for nv from 1to NV do X[nv+1]=evalf(X[nv]+L/NV); od:
XV=convert([0,seq(X[nv],nv=1..nv)], Vector):

for nc from 1 to 9 do

st:=time():

T:=Vector(NV+2,0):

Ulnc]=T:

for nt from 1 to NTp do

T:=Vector([nt*DT seq(evalf(subs(x=X[nv],tau=nt*DT,HBIM[nc])),nv=
L.NV+D)]):

Ulnc]=<U[nc]|T>:

print (nc,nt);
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od:

XV[1]=time()-st:
UM[nc]:=convert(<XV|U[nc]>,Matrix);

nplan1 =nplan+nc:

Export(UM[nc], cat(Nom,"Geral.x1s"), nplanl);
od:
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APENDICE C - CODIGO INVERSO DESENVOLVIDO

Neste anexo ¢ apresentado um dos dois principais co6digos
desenvolvidos para a realizacdo das simulagdes que foram analisadas e
comparadas no presente trabalho. O codigo ndo estd documentado ou
comentado por terem sido de uso exclusivo do programador.

O cddigo de solugdo inversa possui implementada a rotina de
solu¢do do método comparado no capitulo 5 da presente tese, isto é,
HBIM para a situagdo de pulso. As solugdes estdo implementadas em
formatos modulares comunicantes, mas mesmo assim Sa0 necessarias
modificagdes no interior do cddigo para alteragdo das varidveis de
interesse.

Para a rotina de Gradiente Conjugado (CG) define-se um

numero maximo de iteragdes i,,,, para o laco externo do GC e uma

tolerancia de erro global ao GC (&<1), um nimero maximo de
iteragdes para o lago de célculo de Newton-Raphson, ;.. , uma

tolerancia de erro para o lago de calculo de Newton-Raphson (y <1) e

um numero maximo de iteragdes lineares k isto €, o numero de

max?
iteragdes antes de recalcular os coeficientes nao-lineares do problema.
Com isso, o algoritmo do GC pode ser expresso da seguinte forma:

=> Ftapa de inicializacio do método

1. Inicializacdo dos contadores (i=0e k=0), onde i ¢é o
contador de iteragdes global e k & o contador de iteragdes lineares.

2. Define-se o vetor ¥ como o gradiente negativo da fungio O
em relagdo ao espaco vetorial P.

3. Define-se a matriz /M como a inversa da diagonal da matriz da
segunda derivada da fungdo O no espago P .

4. Define-se § como o produto escalar entre IM e F .
5. Iguala-se d, direcdo de busca do minimo, com & .
6. Inicializa-se os escalares &5, e 6y como sendo o produto

escalar entre 77 e d.

e5N >8250

1. Inicializagdo do contador (j=0), onde ; € o contador de

= Laco Externo: Enquanto ; <;

max

iteracdes de Newton-Raphson.
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2. Calcula-se o raio maximo de variagdo do parametro, &,,

através do produto escalar 47 e 4.
= Laco Interno (Newton-Raphson): Enquanto ;<j .. e
a 2 5d > ]/2

1. Calcula-se o avango do vetor P na direcio d, o , pela
expressao:

2. Atualiza-se o vetor P pela formula = pyad -
3. Avanga-se o contador ;.

4. Verificam-se as condigdes do lago interno. Se forem atendidas
retorna-se ao passo 1 do lago interno, caso contrario encerra-se o lago
interno.

=>» Fim do Laco Interno

. Recalcula-se o vetor ¥ com o mais recente valor de P .
. Faz-se 65 =6y .

. Calcula-se o escalar &,, com o produto escalar de 77 e 5.

3

4

5

6. Recalcula-se IM e, em seguida, um novo valor de s .

7. Calcula-se o escalar 5, com o produto escalar de 77 e 5.
8

. Calcula-se o escalar £ como sendo 51\’5;5”’
o
9. Avanca-se o contador £ .

10. Avalia-se, caso o contado kseja igual a k., ou o valor de

max

[ seja negativo atribui-se novamente a diregdo de busca, d, igual a §

e zera-se o contador £ ; caso contrario, determina-se a nova dire¢do pela
expressdo d =5+ fd .

11. Avanca-se o contador i e verificam-se as condi¢des do laco
externo. Se forem atendidas retorna-se ao passo 1 do lago externo, caso

contrario encerra-se o lago externo e o programa.
= Fim do Lac¢o Externo
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Importante observar que a forma de obter o parametro g

utilizada nesse caso foi com o algoritmo de Polak-Ribi¢re. Essa forma,
levando em consideragdo as varidveis Sy, 6, € Jy, ¢ mais

conservativa, isto significa que o avango é mais lento, mas também ¢
mais consistente, diminuindo o risco que o processo divirja.

Outro fator muito importante a se chamar atengdo nesse
algoritmo é que foi utilizada a matriz /M como a inversa da pré-
condicionadora, ¢ muito importante que essa matriz possua uma
diagonal principal dominante e positiva para garantir estabilidade do
processo iterativo. Para que isso ocotra, a escolha da matriz pré-
condicionadora ¢ muito importante. No presente caso arbitrou-se por
usar uma matriz composta apenas pela diagonal principal da Hessiana

(matriz composta pelas segundas derivadas da fungdo O no espago P
) como pré-condicionadora. Mas, como essas derivadas dependem do
valor de P, ¢ crucial verificar se o valor inicial, 7, faz com que a

Hessiana atenda essa necessidade.

Apbs os célculos iterativos do GC varios graficos de pos-
processamento, tais como o histérico de convergéncia dos pardmetros e
os perfis de temperatura e fluxo, sdo gerados e o calculo dos limites de
confiabilidade sdo realizados. Esses limites sdo calculados a partir da
obtencdo das matrizes de covaridancia. Os limites de confiabilidade de
cada parametro podem ser relacionados aos limites dos demais
parametros obtendo-se uma superficie de n dimensdes que formariam a
fronteira de um volume n dimensional de confiabilidade. Como néo ¢
possivel visualizar todas as interagdes simultaneamente preferiu-se fazé-
lo de duas-em-duas. Nesse caso a area formada pela iteracdo dos limites
de confiabilidade de dois parametros € uma elipse.

CODIGO FONTE DO PROGRAMA

DE SOLUCAO INVERSA EM MAPLE

> restart:gc():with(plots):with(LinearAlgebra) :with( ArrayTools):
with(Statistics):

> ne:=GAMM A(phi+1/2)"2/(phi*GAMMA(phi)"2-
GAMMA(phit+1/2)"2):

> delta=G AMM A(phi)*G AMM A(phi+1/2)/(phi*GAMM A(phi)"2-
GAMM A(phi+1/2)"2)*sqrt(t):

> Phi=fo*t"m*(G AMM A(phi)*sqrt(t)/(K*GAMMA(phi+1/2)+
B*GAMM A(phi)*sqrt(t))):
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> Real:=evalf(subs(fo=1,m=0,alf=1,ti=0,subs(K=1,B=0,phi=m+1,
piecewise(t>ti,subs(t=alf*(t-ti),piecewise(x<=delta, Phi*(1-
x/delta)*ne,0)),t<=ti,0)))+subs(fo=-1,m=0,alf=1,ti=0.025001,
subs(K=1,B=0,phi=m+1, piecewise(t>ti,subs(t=alf*(t-

ti), piecewise(x<=delta,Phi*(1-x/delta) "ne,0)),t<=ti,0))));

> dp:=2e-3:

> nxm:=3:

> XL:=[0.1,0.2,0.3]:

> ntm:=100:

>TF=0.1:

> im:=90:

> im:=20:

> Ruido:=Sample(Random Variable(Normal(0,dp)),ntm*nxm):
> # Criagdo dos Dados Experimentais

> for nx from 1 to nxm do

for nt from 1 to ntm do

x[(nx-1)*ntm+nt]:=XL[nx];
t[(nx-1)*ntm+nt]:=evalf(nt/ntm*TF);
Y[(nx-1)*ntm-+nt]=evalf(subs(x=x[(nx-1)*ntm-+nt],t=t[(nx-
1)*ntm+nt],Real)+Ruido[ (nx-1)*ntm-+nt]);
sigma[(nx-1)*ntm+nt]:=dp;

od;

od;

> Cx:=[red,blue,black]:

> for kx from 1 to nxm do
EP[kx]:==ErrorPlot([seq(seq(Y[(nx-
1)*ntm+nt],nt=1..ntm),nx=kx)],xcoords=[seq(seq(t[ (nx-
1)*ntm+nt],nt=1..ntm),nx=kx)], yerrors=[seq(seq(sigma[ (nx -
1)*ntm+nt],nt=1..ntm),nx=kx)],color=Cx[kx]):

od:

> display(EP[ 1],EP[2],EP[3]);

> XP:=Vector(XL);

> DP=Matrix([seq([seq(Y[(nx-1)*ntm+nt],nt=1..ntm)],nx=1..nxm)]);
> Tempo:=Vector([seq(seq(t[(nx-1)*ntm+nt],nt=1..ntm),nx=1)]):
> jm=100:

> plot([seq([seq([Tempo[jl,DPil[j]].j~1..jm)].i=1..nxm)]);

> So=dp;

> 1=0:

for j from 1 to jm by 1 do

i=it+1:

Y[i]=DP[1][jl;



X[i]=XL[1];

tau[i]:==Tempolj];

od:

IM=j;

> for j from 1 to jm by 1 do

1=1t1:

Y[i]:=DP[2][jl;

X[i]=XL][2];

tau[i]:=Tempol[j];

od:

M=,

> 1=0:

for j from 1 to jm by 1 do

i=it1:

YN[i]:=DP[3][j];

XN[i]=XL[3];

od:

> sigma:=[seq(So,j=1..JM)]:

> EL=plot([[seq([tau[j], Y[j]],j=1..JM/2)],

[seq([tau[j], Y[j]].FIM/2+1..JM)]],color=blue):

> EP:=ErrorPlot([seq(Y[j].j=1..JM)],xcoords=[seq(tau[j],j=1..JM)],
yerrors=[seq(sigma[j],j=1..JM)],color=[red]):

> display(EP,EL);

> # Base HBIM
ne:=GAMMA(phi+1/2)"2/(phi*GAMM A(phi)"2-
GAMMA(phi+1/2)"2):

delta:=G AMM A(phi)*G AMM A(phi+1/2)/(phi*G AMM A(phi)"2-
GAMMA(phi+1/2)"2)*sqrt(t):

Phi=fo*t"m*(GAMM A(phi)*sqrt(t)(K*G AMMA(phi+1/2)+
B*G AMM A(phi)*sqrt(t))):

> # Modelo

FE=[10"0,10"0,1070,10"0,10"0,10"0]:
Modelo=(p1,p2,p3,p4,p5,p6)->
subs(fo=p1*FE[1],m=p3*FE[3],ti=0,
piecewise(t>ti,subs(t=p6*FE[6]*(t-ti),subs(K=1,B=0,phi=m+1,
piecewise(x<delta,Phi*(1-x/delta)"ne,0))),0))+
subs(fo=p2*FE[2],m=p4*FE[4],ti=p5*FE[ 5],
piecewise(t>ti,subs(t=p6*FE[ 6]*(t-ti),subs(K=1,B=0,phi=m+1,
piecewise(x<delta, Phi*(1-x/delta)"ne,0))),0)):

> # Método dos Minimos Quadrados (Fungao Objetivo)
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> Q=Sum((Y[ip]-
subs(x=X[ip],t=tau[ip],Modelo(p1,p2,p3,p4,p5,p06)))"2/sigma[ip]"2,ip=
1..JM):

> # Jacobiano

>
J=Vector([diff(Q,p1),diff(Q,p2),diff(Q,p3),diff(Q,p4),diff(Q,p5),diff(Q,
po))):

> # Hessiano

> H=Matrix([
[diff(Q,p1,p1),diff(Q,p1,p2),diff(Q,p1,p3),diff(Q,p1,p4),diff(Q,p1,pS),di
ff(Q,pL,po6)],
[diff(Q,p2,p1),diff(Q,p2,p2),diff(Q,p2,p3),diff(Q,p2,p4),diff(Q,p2,p5),di
ff(Q,p2,p6)],
[diff(Q,p3,p1),diff(Q,p3,p2),diff(Q,p3,p3),diff(Q,p3,p4),diff(Q,p3,p5),di
ff(Q,p3,p6)],
[diff(Q,p4,p1),diff(Q,p4,p2),diff(Q,p4,p3),diff(Q,p4,p4),diff(Q,p4,p5),di
ff(Q,p4,p6)],
[diff(Q,pS,p1),diff(Q,pS,p2),diff(Q,p5,p3),diff(Q,pS,p4).diff(Q,p5,p5) ,di
ff(Q,p3,p6)],
[diff(Q,p6,p1),diff(Q,p6,p2),diff(Q,p6,p3),diff(Q,p6,p4),diff(Q,p6,p5),di
ff(Q,p6,p6)]1):

> # Jacobiano e Hessiano Numéricos

>

JN=evalf(subs(Sum=sum,p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],
p6=P[6].])):
>

HN =evalf(subs(Sum=sum,p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],
p6=P[6],H)):
>

QN:=evalf(subs(Sum=sum,p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[ 5],
p6=P[6],Q)):

> # Valor Inicial

> P:=Vector([[1.2],[-1.3],[0.015],[0.01],[0.01],[1.3]]):
Model=evalf(Modelo(P[1],P[2],P[3],P[4],P[5],P[6])):

MP1 :=plot(subs(x=XL][ 1],Model),t=0..tau[JM],color=black):
MP2:=plot(subs(x=XL[2],Model),t=0..tau[JM],color=black):
display(MP1,MP2,EP);

> # Verificacdo do Hessiano

HN,QN;

> # Inicializagdo do Historico

> DH:=Vector([0,0,0,0,0,0]);



> PH:=Vector([0,0,0,0,0,0]);

> AH:=Vector([0]);

> QH:=Vector([0]);

> beta:=0;

> # Inicializagdo do Gradiente Conjugado
>r=-JN;

> IM:=MatrixInverse(Diagonal(Diagonal(HN)));
> s=[M.r;

> d=s;

> del new :=Transpose(r).d;

> del ini=del new;

> jam:=30: jam:=20: kp:=0: k1:=0:

> # Loop do Gradiente Conjugado

for i from 1 to iam while del new>(1E-15)*del ini do
kl=kI+1:

kp=kp+1:

DH:=<DH|d>:

PH=<PHP>:

QH=<QHQN>:

del d:=Transpose(d).d:

alph=1:

acum:=0:

# Loop Newton-Raphson

for j from 1 to jam while alph”2*del d>1E-10 do
alph:=-(Transpose(JN).d)/(Transpose(d). HN.d);
P:=P+alph.d:

acum:=acum-alph:

print(i,j,alph”2*del d):

od:

AH:=<AH|acum>:

# Coeficiente de Polak-Ribicre

r=-JN:

del old:=del new:

del mid:=Transpose(r).s:
IM:=MatrixInverse(Diagonal(Diagonal( HN))):
s=IM.r:

del new:=Transpose(r).s:

beta:=(del new-del mid)/del old:

if beta<( then d:=s; else d:=s+beta.d; fi:

if kI=3 then d:=s; kl:=0; fi:

print(i,d,P,QN,del new/del ini):
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od:

> Model:=evalf(Modelo(P[1],P[2],P[3],P[4],P[5],P[6])):
MP1:=plot(subs(x=XL][1],Model),t=0..tau[JM],color=black):
MP2:=plot(subs(x=XL[2],Model),t=0..tau[JM],color=black):
display(EP,MP1,MP2);

> kp;

> nrf==kp+1:

plot([[seq([nr-1,PH[1][nr]],nr=2..nrf)],[seq([nr-
1,PH[2][nr]],nr=2..nrf)]]);
plot([[seq([nr-1,PH[3][nr]],nr=2..nrf)],[seq([nr-
1,PH[4][nr]],n=2..nrf)]]);

plot([[seq([nr-1,PH[5][nr]],nr=2..nrf)]]);
plot([[seq([nr-1,PH[6][nr]],nr=2..nrf)]]);

> plot([P[1]*FE[1]*(P[6]*FE[6]*t)(P[3]*FE[3])+P[2]*FE[2]*(P[6]*
FE[6]*(t-P[S]*FE[5]))(P[4]*FE[4])*Heaviside(t-P[S]*FE[5]),
Heaviside(t)-Heaviside(t-0.025001)],t=0..tau[JM],color=[ blue,red]);
> MPN:=plot(subs(x=XL][3],Model),t=0..tau[ JIM],color=black):

> EPN:=ErrorPlot([seq(YN[j],j=1..JM)],xcoords=[seq(tau[j],j=1..JM)],
yerrors=seq(sigma[j],j=1..JM)],color=[blue]):

> display(EP,MP1,MP2,EPN,MPN);

> JF=Matrix([
[seq(evalf(subs(p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],
x=X[j],t=tau[j],diff(Modelo(p1,p2,p3,p4,p5,p6),p1)/sigma[j])),j=1..JM)]

[seq(evalf(subs(p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],
x=X[j],t=tau[j],diff(Modelo(p1,p2,p3,p4,p5,p6),p2)/sigma[j])),j=1..JM)]

[seq(evalf(subs(p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],
x=X[j],t=tau[j],diff(Modelo(p1,p2,p3,p4,p5,p6),p3)/sigmal[j])),j=1..JM)]

[seq(evalf(subs(p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],
x=X[j],t=tau[j],diff(Modelo(p1,p2,p3,p4,p5,p6),p4)/sigma(j])),j=1..JM)]

[seq(evalf(subs(p1=P[ 11,p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[S],p6=P[6],
x=X[j],t=tau[j],diff(Modelo(p1,p2,p3,p4,p5,p6),p5)/sigma(j])).j=1..JM)]

’[seq(evalf(subs(p1=P[ 11,p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[ 6],
x=X[j],t=tau[j],diff(Modelo(p1,p2,p3,p4,p5,p6),p6)/sigma[j])),j=1..JM)]
D:

> VF:=MatrixInverse(JF.Transpose(JF));

> DP:==Vector([P[1]-p1,P[2]-p2,P[3]-p3,P[4]-p4,P[5]-p5,P[6]-p6]):



> # Intervalo de Confianga 99%
IC:=2.576:

1C99:=Matrix([
[P[1]-IC*sqrt(VF[1,1]),P[ 1],
P[2]-1C*sqrt(VF[2,2]),P[2],
P[3]-1C*sqrt(VF[3,3]),P[3],

D,PLILP1HIC*sqrt(VE[1,1])],
[ D.P[2]
[ 1,P[3]
[P[4]-1C*sqrt(VF[4,4]),P[4],
| ot

[

[2]HC*sqrt(VF[2,2])],
[3]+HC*sqrt(VF[3,3])],
[4]+HC*sqrt(VF[4,4])],
[
[

[ L iy S i

P[5]-1C*sqrt(VF[5,5]),P[5],
[P[6]-1C*sqrt(VF[6,6]),P[6],
RC99:=15.1:
R99:=Transpose(DP).MatrixInverse(VF).DP-RC99:
> # Intervalo de Confianca 95%

IC=1.96:
1C95:=Matrix([
[P[1]-IC*sqrt(VF[1,1]),P[1],P
[P[2]-1C*sqrt(VF[2,2]),P[2],P
[P[3]-1C*sqrt(VF[3,3]),P[3],P
[P[4]-1C*sqrt(VF[4,4]),P[4],
[ DLP[5]
D.P[6]

STHC*sqrt(VFE[5,5])],
6]+HC*sqrt(VF[6,6])]]):

a=Ba~Na-Na-Na-Na

[1]HC*sqrt(VF[1,1])],
[2]+HC*sqrt(VF[2,2])],
[3]+HC*sqrt(VF[3,3])],
[4]HC*sqrt(VE[4,4])],
[
[

el e e

P[5]-IC*sqrt(VF[5,5]),P[5],
[P[6]-IC*sqrt(VF[6,6]),P[6],
RC95=11.1:
R95:=Transpose(DP).MatrixInverse( VF).DP-RC95:
>1C99,1C95;

S]HC*sqrt(VF[5,5])],

P
P
P[6]+IC*sqrt( VF[6,6])]]):
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> G99=implicitplot(evalf(subs(p1=P[1],p3=P[3],p5=P[5],p6=P[6],R99)

),p2=IC99[2][ 1].1C99[2][3],p4=IC99[4][ 1]..IC99[4][3],

color=black,grid=[200,200]):

G95=immplicitplot(evalf(subs(p1=P[1],p3=P[3],p5=P[5],p6=P[6],R95)),

p2=IC95[2][1]..IC95[2][3],p4=ICI5[4][1]..1C95[4][3],
color=blue,grid=[200,200]):

GP:=pointplot([P[2],P[4]],symbol=cross,color=black,symbolsize=25):
GT:=pointplot([-1,0],symbol=circle,color=black symbolsize=25):

display([GT,GP,G99,G95]);

> G99:=implicitplot(evalf(subs(p2=P[2],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],R99)

),p1=I1C99[ 1] 1]..1C99[ 1][3],p3=IC99[3][ 1]..1C99[3][3],

color=black,grid=[200,200]):

G95=implic itplot(evalf(subs(p2=P[2],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],R95)),

pl1=ICO5[1][1]..IC95[1][3],p3=1CI5[3][ 1]..1C95[3][3],
color=blue,grid=[200,200]):

GP=pointplot([P[1],P[3]],symbol=cross,color=black,symbolsize=25):
GT=pointplot([1,0],symbol=circle,color=black,symbolsize=25):

display([GT,GP,G99,G95));
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> G99:=implicitplot(evalf(subs(p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],R99)
),p1=IC99[ 1][ 1]..1C99[ 1][3],p2=IC99[2][1]..1C99[2][3],
color=black,grid=[200,200]):

G95:=implic itplot(evalf(subs(p3=P[3],p4=P[4],p5=P[5],p6=P[6],R95)),
p1=ICI95[1][1]. IC95[1][3],p2=IC95[2][1]..IC95[2][3],
color=blue,grid=[200,200]):
GP:=pointplot([P[1],P[2]],symbol=cross,color=black,symbolsize=25):
GT:=pointplot([1,-1],symbol=circle,color=black,symbolsize=25):
display(|GT,GP,G99,G95));

> G99=implicitplot(evalf(subs(p1=P[ 1],p2=P[2],p5=P[5],p6=P[6],R99)
),p3=I1C99[3][1]..1C99[3][3],p4=I1C99[4][ 1]..1C99[4][3],
color=black,grid=[200,200]):
G95=implicitplot(evalf(subs(p1=P[1],p2=P[2],p5=P[5],p6=P[6],R95)),
p3=I1C95[3][1]..1C95[3][3],p4=1C95[4][1]..1C95[4][3],
color=blue,grid=[200,200]):
GP:=pointplot([P[3],P[4]],symbol=cross,color=black,symbolsize=25):
GT:=pointplot([0,0],symbol=circle,color=black,symbolsize=25):
display([GT,GP,G99,G95]);

> G99:=implicitplot(evalf(subs(p1=P[1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],R99)
),p5=IC99[5][1]..1C99[5][3],p6=I1C99[6][1]..IC99[ 6][3],
color=black,grid=[200,200]):

G95=implic itplot(evalf(subs(p1=P[ 1],p2=P[2],p3=P[3],p4=P[4],R95)),
p5=I1C95[5][1]..IC95[5][3],p6=1CI5[6][ 1]..1CI5[6][3],
color=blue,grid=[200,200]):
GP=pointplot([P[5],P[6]],symbol=cross,color=black,symbolsize=25):
GT:=pointplot([0.025001,1],symbol=circle,color=black,symbolsize=25)

display([GT,GP,G99,G95]);

>P;

> display(seq(display(plot(subs(x=XL[ 1],evalf(Modelo(PH[ 1,kn+1],
PH[2,kn+1],PH[3.kn+1],PH[4,kn+1],PH[5,kn+1],PH[6,kn+1]))),
t=0..tau[JM],color=black),

plot(subs(x=XL[2],evalf(Modelo(PH[ 1,kn+1],PH[2,kn+1],PH[3,kn+1],
PH[4,kn+1],PH[5,kn+1],PH[6,kn+1]))),t=0..tau[JM],color=black),EP),
kn=1..kp),insequence=true);

>
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APENDICE D — SOLUCOES DIRETAS

Neste anexo sd@o apresentados os graficos de todas as
combinagdes de condi¢des de contorno utilizadas para a comparaco
entre os métodos na solugdo do problema direto. A explicagdo detalhada
de um grafico representativo, bem como as analises sobre os mesmos
encontram-se no corpo do Capitulo 4.
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Fig. D-1 — Comparacdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos ( — VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condigdes de temperatura prescrita constante a esquenda e temperatura prescrita a direita.
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Fig. D-2 — Comparacdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos ( — VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de temperatura prescrita constante a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-3 — Comparagdo das solucdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos ( — VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de temperatura prescrita constante a esquerda e conveccdo a direita.
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Fig. D-5— Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de fluxo prescrito constante a esquerda e temperatura prescrita a direita.
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Fig. D-6 — Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de fluxo prescrito constante a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-7— Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
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Fig. D-10 — Comparagédo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o

LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de convecgdo constante a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-11 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de convecgdo constante a esquerda e convecgdo a direita.
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Fig. D-13 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condig¢des de temperatura prescrita com variacdo linear a esquerda e temperatura prescrita a
direita.
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Fig. D-14 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de temperatura prescrita com variagdo linear a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-15 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de temperatura prescrita com variacdo linear a esquerda e convecgdo a direita.
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46

0,3

Temperatura Adimensional

¥

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Posicdo Adimensional

0 0,01 0,03 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,4 0,5
0 o 0,01 o 003 o 005 o 0,1 o 015 o 02 o 025 o 03 o 04 o 05
0 ¢ 0,01 ¢ 003 < 005 < 0,1 o 015 ¢ 02 ¢ 025 ¢ 03 <+ 04 < 05
0 x 001 x 0,03 x 0,05 x 01 x 015 x 02 x 025 x 03 x 04 x 05

Fig. D-17 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de fluxo prescrito a esquerda e temperatura prescrita a direita.
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Fig. D-18 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de fluxo prescrito a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-19 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de fluxo prescrito com variacao linear a esquerda e convecgao a direita.
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Fig. D-21 — Comparagao das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de convecgdo com variagdo linear a esquerda e temperatura prescrita a direita.
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Fig. D-22 — Comparagdo das solugdes obtidas emdiversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos divers os métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de convecgdo com variagdo linear a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-23 — Comparagdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,5 ) pelos diversos métodos ( — VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de convec¢do com variagdo linear a esquerda e convecgdo a direita.
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Fig. D-24 — Analise do erro RMS das solugdes (LTL, LTC e HBM) em comparagao ade VF para as condigdes de convecgao
com variacao linear a esquerda e (7 - temperatura prescrita, 8 - fluxo prescrito e 9 - convecgdo) a direita.
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x 0 x 0,001 = 0,003 = 0,005 x 0,01 x 0,015 x 0,02 x 0,025 = 0,03 x 0,04 x 0,05

Fig. D-25 — Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condi¢des de pulso de temperatura prescrita a esquerda e temperatura prescrita a direita.
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Fig. D-26 — Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de pulso de temperatura prescrita a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-27 — Comparagao das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condigdes de pulso de temperatura prescrita a esquerda e convecgdo a direita.
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Fig. D-28 — Analise do erro RMS das solugdes (LTL, LTC e HBM) em comparacdo ade VF para as condi¢des de pulo de
temperatura prescrita a esquerda e (1 - temperatura prescrita, 2 - fluxo prescrito ¢ 3 - convecgdo) a direita.
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x 0,001 = 0,003 x 0,005 x 001 = 0015 = 002 = 0025 x 003 x 004 x 0,05

Fig. D-29 — Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condi¢des de pulso de fluxo prescrito a esquerda e temperatura prescrita a direita.
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Fig. D-30 — Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condigdes de pulso de fluxo prescrito a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-31 — Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos ( — VF; o
LTL; ¢ LTC; x HBIM) para as condigdes de pulso de fluxo prescrito a esquerda e convecgao a direita.
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Fig. D-32 — Analise do erro RMS das solugdes (LTL, LTC ¢ HBM) em comparaggo a de VF para as condigdes de pulo de fluxo
prescrito a esquerda e (4 - temperatura prescrita, 5 - fluxo prescrito e 6 - convec¢io) a direita.
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Fig. D-33 — Comparag@o das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos (— VF; o LTL;
O LTC; x HBIM) para as condigdes de pulso de convecgdo aesquerda e temperatura prescrita a direita.
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x 0 x 0,000 x 0,003 =x 0,006 x 0,01 x 0,015 x 0,02 x 0,025 x 0,03 x 0,04 x 0,05

Fig. D-34 — Comparacdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos ( — VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condigdes de pulso de conveccio a esquerda e fluxo prescrito a direita.
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Fig. D-35 — Comparacdo das solugdes obtidas em diversos instantes de tempo ( 0 até 0,05 ) pelos diversos métodos ( — VF; o
LTL; 0 LTC; x HBIM) para as condig¢des de pulso de convecgio a esquerda e conveccdo a direita.
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Fig. D-36 — Analise do erro RMS das solugdes (LTL, LTC e HBM) em comparaggo ade VF para as condigdes de pulso de
convecgdo a esquerda e (7 - temperatura prescrita, 8 - fluxo prescrito e 9 - conveccio) a direita.
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APENDICE E - SOLUCAO INVERSA

Neste anexo sdo apresentados os graficos de todos os testes

67

realizados sobre o algoritmo implementado para a solucdo inversa. A
explica¢do detalhada de um grafico representativo, bem como as analises
sobre os mesmos encontram-se no corpo do Capitulo 5.

Teste #01: Fluxo simples sem ruido — 2 parametros

& 012
g
;
:
0.064 2
g 0.10 1
;
- 2 a
E 0.054 ¥ g
] i 2
2 § g ooy
E0044 - F =
= & &
% £ 5 = 0,06
g § S g
5003 V # >
o ,«. y g
: S A 7 Boadd
£ 0024 & e & 5
- & & d [
Ay 4
001 802
e . 0 i : ;
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.08 0.10 0 002z 004 006 008 010
Termpo [s] Tempo [s]

Fig. E-1— Dados gerados para
x = 0.1 (vermelho), x = 0.2 (azul) e
x = 0.3 (preto)
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Fig. E-3 — Evolugdo de convergéncia
de P,(vermelho) e P, (azul)

Fig. E-2 — Dados iniciais para x = 0.1
e x = 0.2 (vermelho) e o estimado
comos valores iniciais dos

parametros.
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Fig. E-4 — Comparag¢ao do Fluxo
Previsto (vermelho) e o Estimado
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Teste #02: Fluxo tipo pulso sem ruido — 4 parametros
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x = 0.1 (vermelho), x = 0.2 (azul) e
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Fig. E-8 — Dados iniciais para x = 0.1
e x = 0.2 (vermelho) e o estimado
comos valores iniciais dos

parametros.
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Fig. E-9 — Evolucao de convergéncia
de P,(vermelho) e P, (azul)

0.144

J=
e
i

ametro

0.109"

Valor do Par:
=)
=
?

005 —

0.041 ‘ L
5 10 S 20 25 30
Iteracéo
Fig. E-10 — Evolugdo de convergéncia
de P;(vermelho) e P, (azul)

0.10
1
0.08
0.8+ =
£
= s
g ‘g
o Eiis
] £ 4
506 =
= =
] o
< 5
- =
5044 g 0.04 {
=
s
=
024 0.02 1
0 T K : " R . . : .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0 0.02 0.04 0.08 0.08 0.10
Tempo [s] Tempo [s]
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Teste #03: Fluxo tipo pulso sem ruido — 5 pardmetros
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Fig. E-18 — Dados iniciais para

x=0.1e x =0.2(vermelho) eo

x = 0.3 (preto) estimado comos valores iniciais dos
pardmetros.
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Teste #04: Fluxo tipo pulso sem ruido — 6 pardmetros
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Fig. E-28 — Dados gerados para
x = 0.1 (vermelho), x = 0.2 (azul) e

x = 0.3 (preto)
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Teste #05: Fluxo simples com ruido — 2 parametros
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Fig. E-41 — Dados gerados para Fig. E-42 — Dados iniciais para
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Teste #06: Fluxo tipo pulso com ruido — 4 pardmetros
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x = 0.1 (vermelho), x = 0.2 (azul) e
x = 0.3 (preto)
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Teste #07: Fluxo tipo pulso com ruido — 5 parametros
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Fig. E-63 — Comparagdo das
Temperaturas Previstas (discreta) e o
Estimadas (continua)

=14

-1.02

-1.04

-1.06

-108

P2

-1.10

-112

-1144

-1.16

-1154

100 102 104 106 108 110 112 174 116
P1

Fig. E-64 — Elipse de Confiabilidade
de 95% e 99% entre P, ¢ P,

0.034
0.034
0.024
o T 0.024
0014 0.014
o ——T 0 T T T T .
1607102 104 1067108 110 1127114 116 118 T120 Tl T T liho 105 100
P1 P2
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Teste #08: Fluxo tipo pulso com ruido — 6 parametros
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Fig. E-68 — Dados gerados para
x = 0.1 (vermelho), x = 0.2 (azul) e
x = 0.3 (preto)
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Fig. E-69 — Dados iniciais para
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parametros.
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Fig. E-70 — Evolugdo de convergéncia
de P, (vermelho) e P, (azul)
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Fig. E-72 — Evoluggo de convergéncia
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Fig. E-73 — Evolug@o de convergéncia
de P;(vermelho)
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